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Prefacio

La idea de elaborar este libro surge a raiz del periodo de confinamiento debido a la pandemia ocasionada
por el virus Sars-CoV2, ya que las clases se tuvieron que dar a distancia y la mayoria de los profesores
no estdbamos preparados para trabajar en esta modalidad (SEGOB, 2020). Se encontré que varios
docentes trasladaron sus practicas de ensefianza presencial a la modalidad a distancia, es decir usando el
pizarrén y plumones, colocando la cdmara de su computadora a cierta distancia para que los alumnos
lograran ver lo que aparecia escrito en el pizarron (del Arco, Flores, & Ramos, 2021), otros profesores
usaban una tableta digitalizadora, como pizarron, de tal forma que todo lo que escribian se mostraba en
la pantalla, mientras daban explicaciones en su aula virtual. También, los profesores se auxiliaron de las
plataformas existentes como Classroom, Microsoft Teams para subir sus materiales, como apuntes 0
diapositivas, actividades o videos de sus clases.

La respuesta de algunos estudiantes fue buena porque se adaptaron rapido a la nueva forma, ya
que podian descargar el material y seguir las explicaciones del profesor via remota. Desafortunadamente
hubo estudiantes que por problemas de conectividad o porgue no lograron adaptarse, mostraron una gran
desmotivacion (Zhang, y otros, 2021) y el hecho de no poder atender a sus clases en linea los condujo a
no aprobar la asignatura y/o darse de baja temporal de la escuela. Esto no solo ocurrié en México, sino
en el mundo (id.). La institucién done se llevé a cabo el estudio que se reporta en el presente libro es una
Unidad Acadéemica perteneciente al Instituto Politécnico Nacional (IPN), ubicada en la Ciudad de
México. Esto se muestra con la cantidad de alumnos que han presentado exdmenes a titulo de suficiencia
en las distintas disciplinas de matematicas, durante los periodos habilitados para la aplicacion de estos
examenes (julio de 2020, enero y julio de 2021 y enero y julio de 2022), ademas de la informacién que
los mismos alumnos proporcionaron. Pero el fracaso en las asignaturas de matematicas (Calculo, Algebra
lineal, Andlisis Vectorial, Matematicas Discretas, Ecuaciones Diferenciales, Probabilidad y Estadistica,
Matematicas Avanzadas), se ha dado independientemente de la modalidad educativa, ya que, aun siendo
las clases presenciales, hay estudiantes que no logran madurar los conocimientos, lo que los conduce al
fracaso de las Unidades de Aprendizaje.

Esta situacion es preocupante, por lo que es fundamental rescatar a nuestros alumnos. De esta
forma la pregunta que guia al proyecto de este libro es ¢ qué estrategias y recursos se pueden adoptar para
apoyar a los estudiantes a mejorar su rendimiento académico y motivacion en sus clases de matematicas?

Encontré opciones de respuesta en la disciplina que estudié por varios afios, la Matematica
Educativa, acompariada del empleo de la tecnologia y de la gamificacion. En la maestria y el Doctorado
de Matematica Educativa del Cinvestav del IPN, se estudian teorias que permiten entender que hay
obstaculos cognitivos, los cuales deben ser detectados para que el estudiante logre vencerlos y transitar
de forma exitosa por el mundo de la matematica, a todos los niveles educativos. Aunque en el presente
libro nos enfocamos al nivel universitario y en una de las asignaturas que se imparten que es la de Célculo
Aplicado.

Por otro lado, la gamificacion al ser una estrategia para que el docente pueda mejorar los procesos
de ensefianza y aprendizaje nos ha permitido desarrollar actividades para los cursos que hemos estado
impartiendo, incluyendo las mecanicas, dinamicas y componentes de los juegos (Reyes & H., 2020).

Es comun que en matematicas y en otras unidades de aprendizaje, los profesores dejemos listas
de problemas tomados de libros de texto, pero es fundamental, por un lado, modificar los contextos de
los problemas a resolver, que sean mas afines a la carrera del estudiante y, por otro lado, proponer
problemas que representen un reto a vencer por el alumno, que al lograr resolverlos les permite
desarrollar algunas competencias, como su pensamiento critico, toma de decisiones, entre otras. Ademas
de que se puede mezclar el trabajo individual con el trabajo en equipo.

Hay tanto que como docente se puede emplear para que los alumnos aumenten su compromiso
por el trabajo e incrementen su motivacion por las clases.



El presente libro tiene el propdsito de, primeramente, identificar dificultades que presenta el
estudiante que cursa la Unidad de Aprendizaje de Céalculo Aplicado, para posteriormente mostrar en el
capitulo 2, explicaciones que permitan resolver las dudas y los errores planteados en el primer capitulo.
En los siguientes capitulos se muestran recursos educativos digitales que pueden ser empleados en los
diferentes temas de esta asignatura. En el capitulo 3 se presenta el primer recurso educativo, el cual se
Ilama Polilibro de Céalculo Aplicado. En él aparecen aspectos teoricos, asi como ejemplos resueltos de
problemas de cada tema del programa de estudio. En el cuarto capitulo se presenta otro recurso digital
que corresponde a una pagina web que se desarrollo con la finalidad de que el estudiante practicara
resolviendo problemas y cuestionarios de opcién multiple y en el capitulo 5 se encuentra un videojuego
cuya finalidad es que el estudiante recorra a traveés de una aventura, un mundo donde aparecen
operaciones de aritmética, algebra y calculo diferencial e integral.

RUIZ-LEDESMA, Elena Fabiola. PhD
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Capitulo 1. Creencias detectadas en estudiantes universitarios en la resolucion de problemas del
Calculo Integral

Resumen

En el presente capitulo se aborda lo referente a situaciones que se han encontrado en los estudiantes
cuando trabajan con la integral definida y que los conduce a presentar errores en la resolucion de los
problemas donde ésta es empleada. Para ello se aplicd un cuestionario a docentes y otro a estudiantes.
La muestra de docentes consideré a los 8 profesores que impartian la asignatura de Calculo Aplicado en
la Institucion donde se llevd a cabo el estudio y la muestra de estudiantes estuvo conformada por 34
alumnos que habian llevado un primer curso de Calculo en su primer semestre y se encontraban cursando
la asignatura de Célculo Aplicado.

1.1. Introduccion

El estudiante de ingenieria, en sus primeros semestres cursa la Unidad de Aprendizaje de Célculo, la cual
puede estar dividida en Calculo Diferencial e Integral. Desafortunadamente esta asignatura no es
aprobada por muchos estudiantes, como es reportado en varios estudios (Barajas, Parada, & Molina,
2018), por lo que deben presentar exdmenes a titulo de suficiencia para poder aprobarla y también tienen
la opcion de recursarla; en el primer caso el estudiante se inscribe a cursos de regularizacion o toma
asesorias con algun profesor, en el segundo caso, vuelve a cursar la asignatura, pero si no logra tener
éxito aprobandola, el estudiante sufre frustraciones y debe recorrer un camino, muchas veces tortuoso,
porgue no ve la manera de aprobar la materia, ya que la forma de ensefianza es la misma.

Hay ocasiones en que la ensefianza de las Matematicas se ha llegado a convertir en una
transmision verbal de temas por parte del profesor, habiendo baja participacién del estudiante,
transformandose en reproductor del discurso, enfocado a dar solucidén a problemas y ejercicios que
aparecen en los libros de texto de Célculo y, dejando a un lado el desarrollo de competencias que son
requeridas para desempefarse en el campo laboral (Orozco & Labrador, 2007). Afortunadamente muchos
profesores hacen uso de estrategias que le permiten al estudiante construir conceptos, resolver retos y
aplicar sus conocimientos en situaciones reales proximas a sus carreras.

Reflexionando sobre los factores que conducen al fracaso por parte del estudiante en las
asignaturas de matematicas, una de ellas es que, en el nivel educativo previo al universitario, se
da mas énfasis al desarrollo de la destreza operatoriay no ala resolucion de problemas (Guitérrez,
Buitrago, & Ariza, 2017), tampoco a la construccion de los conceptos. Al llegar al nivel ingenieria la
matematica se da con un nivel de formalidad que le demanda al estudiante haber desarrollado capacidades
y habilidades que en su mayoria no lo han logrado.

El ingeniero debe entender y manejar demostraciones de teoremas que son fundamentales en
Caélculo (Neira, 2020). Ademas, el ingeniero debe resolver problemas reales, es decir, poner en practica
los fundamentos tedricos revisados, a través de resolver problemas que estén en contextos relacionados
a su carrera, el problema es que no ha alcanzado una comprension de conceptos fundamentales como el
de limite, integral definida, entre otros.

En otras palabras, Brousseau (2007), sefiala que en la ensefianza de asignaturas de matematicas
hay fundamentalmente tres situaciones que dan origen a obstaculos que se presentan en los estudiantes,
a saber:

— Un origen ontogenético, que tiene relacion con las limitaciones de las capacidades cognitivas de
los estudiantes.

- Un origen didactico que son obstaculos relacionados al proceso de ensefianza propiamente.

— Un origen epistemoldgico, referido a obstaculos relacionados a la resistencia a un saber mal
adaptado.



2

La investigacion que se presenta en este capitulo tiene la finalidad de mostrar la opinién que
tienen tanto los estudiantes como los profesores que imparten la materia de Célculo Aplicado en una
Unidad Académica del IPN, sobre los errores mas comunes que presentan los estudiantes al trabajar
aplicaciones de la integral; para ello se disefiaron dos cuestionarios, uno para profesores y otro para
estudiantes, se validaron con el coeficiente del alfa de Cronbach y se presentan los resultados y el analisis
correspondientes.

Este capitulo se organiza en 4 secciones, en la segunda se muestra la organizacion de los contenidos
de la Unidad de Aprendizaje (UA) de Calculo Aplicado que se imparte en la Unidad Académica del IPN,
en la tercera se abordan estudios realizados por matematicos educativos sobre las dificultades que tienen
los estudiantes al trabajar con el concepto de integral definida, en la cuarta seccion se presenta la
metodologia empleada y en las dos restantes secciones se describen los resultados, su discusion y
conclusiones.

1.2. Organizacion de los contenidos de la UA Calculo Aplicado

En la Escuela superior de Computo (Instituto Politécnico Nacional, 2022) se imparte el curso de Célculo
Aplicado, el programa de estudios fue redisefiado en el afio 2020, los cambios que se hicieron fue que
anteriormente se iniciaba en la unidad 1 con las Aplicaciones de la derivada, incluyendo problemas de
razones de cambio relacionadas, diferencial de una funcion, analisis de funciones con la obtencion de
maximos y minimos locales y absolutos y, problemas de optimizacion, pero se decidié pasar este
contenido al curso de Calculo que se encuentra en primer semestre, que es el antecedente al de Calculo
Aplicado. Entonces en el actual programa, en la unidad 1, se inicia con area bajo la curva empleando
Sumas de Riemann, se trabaja con la definicion de la integral definida como el limite de una sucesion de
sumas, se revisan las propiedades y teoremas de la integral definida, asi como el Teorema Fundamental
del Calculo, se aborda la integracion numérica con la regla de Simpson y la regla del trapecio, se calculan
areas entre curvas empleando el teorema fundamental del calculo para resolver las integrales planteadas.
Se calculan volumenes de solidos revolucién y volumenes de sélidos empleando secciones transversales,
longitud de arco y areas de superficie.

En la Unidad 2 se trabaja lo referente al calculo de limites indeterminados e integrales impropias.
En la unidad 3 se aborda lo concerniente a sucesiones y series y en la unidad 4 se trabajan series de
potencia, derivacién e integracion de series de potencia, culminando con la serie de Taylor y la de
McLaurin.

1.3. Estudios realizados por Matematicos y Matematicos Educativos en torno a la integral definida

A continuacion, se hace un recorrido por investigaciones que se han desarrollado en la linea de la
Educacion Matematica sobre dificultades que presentan los estudiantes en torno al estudio de la integral
y sus aplicaciones.

Los estudios que se han hecho en torno al entendimiento de la integral definida dan a conocer
informacidn sobre el desarrollo del pensamiento matematico avanzado y de su importancia en el campo
de la ingenieria (Santos, 2000; Holton, 2001; Jiménez-Villanueva, 2017; Cuevas & Pluvinage, 2013).

En un estudio realizado por Boigues, Llinares & Estruch (2010), se encontrd que al trabajar con
la nocion de integral definida, los estudiantes presentan conflicto en alguno de los tres procesos que se
encuentran involucrados en ella, y que son: la particion de un intervalo expresado en el conjunto de los
Reales y presentado graficamente en el eje 0X, el expresar a la suma de Riemann como una sucesién de
sumas, y el paso al limite para constituir el significado de la integral definida, es decir, la obtencion del
limite de las sumas de Riemann. Tiempo atrds Orton (1983), sefialaba que los estudiantes tienen
complicaciones para entender a la integral definida como el limite de una suma, debido a que no han
logrado alcanzar una comprension total de la idea de limite, pues los estudiantes pueden calcular el limite
cuando es directamente requerido, pero presentan dificultades para identificar cuando el limite se puede
usar para resolver un problema. Ademas, este investigador comenta que, aunque el estudiante tenga
cierta habilidad para calcular integrales como proceso inverso a la derivada, no le garantiza que haya
alcanzado una comprension de la integracion.
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Hay autores que sefialan que otros de los aspectos involucrados en una comprension pobre del
concepto de integral definida, es debido a la dificultad para relacionar distintos sistemas de
representacion, como el analitico con el grafico y mas aun cuando en la escuela se da prioridad a un
trabajo algebraico, dejando de lado la parte numérica y grafica (Dreyfus & Eisenberg, 1986), lo que
provoca que el estudiante llegue a considerar a la integral definida como una concepcion meramente
procedimental (Mufioz, 2000; Narro, 2011).

El investigador Turégano (1998), comenta que hay tres concepciones que son generadas por los
estudiantes cuando trabajan con la integral definida y las nombra como: primitiva, operativa y
descriptiva. La primitiva se refiere a cuando el estudiante la asocia a la obtencion de éareas de figuras no
comunes, como cuando tienen lados curvilineos. La concepcidon de integral como operativa tiene que ver
cuando resuelve la integral definida de forma algebraica sin tener un referente grafico. La concepcion
descriptiva es cuando el estudiante logra abordar a la integral definida empleando diferentes registros
semioticos, como el numérico, el gréfico y el analitico o algebraico y se percata de sus asociaciones.

Lo sefialado en el parrafo previo implica que se debe introducir a la integral definida considerando
su definicion geomeétrica, asi como trabajar con problemas que requieran su obtencion para solucionarlos.
Con los actuales graficadores que se cuentan como desmos, el mismo derive, se pueden realizar practicas
en donde el estudiante puede moverse a través de los distintos registros de representacion para lograr una
adecuada comprension de la integral definida, pero lo importante no es que el estudiante emplee estas
calculadoras para la obtencion del resultado que da la integral definida, porque el fin es que estas
calculadoras graficadoras le permitan al estudiante mostrar la asociacion que hay entre los registros
numéricos, graficos y analiticos (Camacho & Santos, 2018).

Al respecto Neira (2020), empled los aspectos tedricos sobre los registros semioticos de
representacion de Duval (1993) para especificar que un objeto matematico, como en este caso lo es la
integral definida, puede tener varias representaciones y cuando un estudiante logra moverse entre todos
ellos, logra construir el concepto. Estos autores, con el objetivo de introducir el concepto de integral
definida partieron del problema clasico de las cuadraturas y mostraron la forma de aproximar el area
limitada por una curva. Su objetivo era que, por una parte, el estudiante asimilara tanto la perspectiva
grafica como numeérica del concepto de integral definida y, por otra, que el calculo de la integral definida
de una funcion (continua o no) no sea visto exclusivamente como la diferencia de una primitiva evaluada
en los extremos del intervalo.

Weigand & Weller (1998, pag. 251), comentan que el fin ultimo “es que el estudiante entienda el
significado de la integracion aproximada como un medio para encontrar respuestas a situaciones que
modelizan la realidad, las cuales son susceptibles de ser resueltas mediante el calculo de integrales
definidas”.

Dentro de las aplicaciones de la integral se tiene la obtencion de areas entre curvas, calculo de
longitudes de arcos de curvas, calculo de volimenes de sélidos de revolucion, empleando distintos
métodos, el de discos, arandelas y capas o cascarones cilindricos y la obtencion de voliumenes por
secciones transversales.

El introducir el concepto de integral definida como una sucesion de sumas de Riemman, conduce
a que algunas situaciones problematicas puedan ser resueltas de manera natural por los estudiantes. Al
respecto, Camacho & Depool (2003), mostraron la forma de resolver un problema en el que se requiere
obtener el ancho de hojas de metal extendidas, conocido el ancho de las mismas hojas, pero en las que el
metal se encuentra corrugado. El problema es tomado del libro de Edwards y Penney (1997, pags. 370-
371). En el libro se da una solucién numérica, pero los investigadores (Id.) muestran su solucién
obteniendo el célculo de sumas de areas.

En la figura 1 se muestra el enunciado y los datos del problema.



Figura 1 Problema de las hojas de metal corrugado

Un fabricante necesita hacer hojas de metal corrugado de 36 pulgadas de ancho con secciones transversales con la forma
1
delacurvay = Ssenmx 0 < x <36

(Figura 6.4.5). Qué ancho deben tener las hojas originales extendidas para que el fabricante produzca estas hojas
corrugadas?

LR R
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Figura 6.4.5 La hoja corrugada con laformade vy = %Senrtx

Fuente de Consulta: (Edwars & Penney, 1997, pags. 370-371)

La solucion que se da en el libro inicia obteniendo la derivada de la funcion para poder emplear la formula
gue permita obtener la longitud de arco de una curva, entre dos puntos, que en este caso es en el intervalo [0, 36].

Si se tiene
fx) = %sennx (1.1)
Entonces
f'x) = %T[COSTL’X 1.2)

Se formulan las integrales, pero se observa que no pueden ser evaluadas en términos de funciones
elementales (p. 370) por lo que se remite al lector a otro capitulo del libro (seccion 5.9), donde se trata
la integracion numérica.

S = f036 1+ (%T[)ZCOSZTL'X dx (1.3)

S =136 fol\/l + (%n)zcosznx dx (1.4)

De forma seguida se muestra la solucion (p.371)

fol\/l + (%n)zcosznx dx ~ 1.46 (1.5)

Por lo tanto, la solucion del problema es: 36 (1.46) = 52.56 pulgadas (131.4 cm).

Pero no hay un proceso que permita al estudiante analizar la situacion y su forma de resolverla
mediante la definicién de integral definida a través del calculo de areas limitadas por una curva mediante
aproximaciones de areas de rectangulos.

Camacho y Deppol (2003) presentan otra forma de solucionar este problema, ademas de la forma
numérica como es resuelta en el libro, usan precisamente aproximaciones de areas para encontrar ese
calculo de longitud de arco que representa la longitud de las hojas extendidas.

A continuacion, se muestra el proceso seguido por los dos investigadores.

En la Figura 2, se proporciona la imagen de las hojas de metal corrugadas y la funcién que
representa.



Figura 2 Solucién al problema de las hojas de metal corrugado, empleando el céalculo aproximado de
area mediante la formacion de rectangulos

- -z 1
Lamina de metal corrugado Funcion y = —senmx

Sefialan que seria suficiente al considerar la formula de la longitud de arco de una curva:

Fx)= |1+ (%n)zcosznx

Al graficarla permite observar que es una funcién positiva. Después se construyen rectangulos y se utiliza una matriz con
10, 20 y 30 subintervalos para mostrar las diferentes aproximaciones del &rea debajo de la curva, obteniéndose como
resultado de la integral una aproximacion de 1.46369.

T

o L

.....................

Se concluye que el fabricante debe utilizar hojas de metal extendidas de aproximadamente 36 (1.46369)= 52.69 pulgadas
de ancho, lo que equivale a 131.73 centimetros de ancho, que es la solucién buscada.

Fuente de Consulta: (Camacho & Depool, 2003)

Los resultados de varias investigaciones que se han dado a lo largo de las décadas de los 80, 90 y
actualmente, enfatizan que la comprension de la integral definida incluye maltiples objetos que van méas
alla de una mera definicion formal, teniendo en cuenta la necesidad de diferenciar el objeto matematico
de integral definida de su representacién, de relacionar la nocion de sucesién y de limite con la de suma
de Riemann para potenciar una comprension que vaya mas alla de la pura manipulacion procedimental
y considerar el desarrollo de la comprension de la integral definida como concepto dinamico que va
incorporando nuevos elementos (Camacho, Santos, & Depool, 2013).

Por otra parte, Jiménez, Ruiz y Montiel (2018) desarrollaron un estudio a través del cual
identificaron las diferentes etapas cognitivas en las que se encuentran estudiantes universitarios, al
resolver problemas que involucran a la integral definida. Para ello se basaron en la teoria APOE (llamada
asi por las siglas de las construcciones mentales a las que hacen referencia y se denominan Acciones,
Procesos, Objetos y Esquemas). Los 3 investigadores identificaron esquemas en distintos grados de
formacion o estructuracién dependiendo del tipo de relaciones que emplearon los estudiantes.

La Teoria APOE sefiala que cuando un individuo se enfrenta a una situacion matematica
especifica, evoca un esquema para resolverla y pone en juego aquellos conceptos que estan disponibles
para €l en ese momento, asi como el tipo de construcciones que posee del concepto (Acciones, Proceso
y Objetos) y utiliza relaciones entre esos elementos. Al respecto, Trigueros (2005) afirma que:
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“Ante una misma situacion, diferentes estudiantes pueden utilizar los mismos conceptos y
diferentes relaciones ldgicas entre estos conceptos. El tipo de relaciones l6gicas que cada sujeto
establece entre los elementos que utiliza, asi como el tipo de construcciones que hace sobre el concepto
matematico, depende del conocimiento matematico que tenga. Se espera que a mayor conocimiento se
hayan construido mas relaciones y que estas relaciones formen estructuras cognitivas coherentes en el
sentido de que el individuo distinga claramente aquellas situaciones que pueden tratarse poniendo en
Jjuego un esquema especifico y aquellas para las que no es adecuado” (1d. p. 11).

Jiménez, Ruiz y Montiel (2018), encontraron, en la muestra de estudiantes con los que trabajaron,
en relacion con la concepcion que tienen de la integral definida, que el 71.2% la considera como un area,
el 35.7% como el proceso inverso a la derivada, mientras que el 7.1% tiene la concepcion de una suma
infinita. Sobrepasa el 100% porque hay estudiantes que tienen mas de una concepcion de la integral
definida.

En este mismo estudio se les solicito a los estudiantes el calculo de la integral de una funcién
especifica, lo cual deberia de ser empleando las siguientes aproximaciones: la integral como limite, como
area (representacion geométrica) y haciendo uso de reglas de integracion. Se encontro que el 71% de los
estudiantes empleo la Regla de Barrow para resolverla, el 35% hizo uso de la representacion geométrica
y sélo el 7.1% emple0 la idea de limite.

Los resultados encontrados en este estudio confirman que muchos de los estudiantes
universitarios se desenvuelven mejor en el terreno de la integral definida y sus aplicaciones, haciendo
calculos mediante el uso de reglas de integracion, pero dejan a un lado la representacion geométrica y la
numeérica, ademas de que no han alcanzado la comprension de la integral definida como el limite de una
sucesion de sumas.

El objetivo de la investigacion que se presenta en este capitulo es aportar informacion sobre estos
aspectos de la comprension de la integral definida y su desarrollo en el contexto especifico de estudiantes
de ingenierias. La pregunta que guia el estudio planteado en este primer capitulo es ¢Cuéles son los
errores mas comunes que presentan los estudiantes universitarios en el terreno de la integral definida y
sus aplicaciones?

1.4. Métodos y materiales

Se construyd un cuestionario para conocer la opinién de los profesores en torno a los errores mas
comunes que cometen los estudiantes al trabajar con la definicion de integral definida y al resolver
problemas en los que es necesario emplearla. Asi también se disefié y aplicé un cuestionario para
estudiantes que han llevado un curso de Célculo y estan al inicio de llevar su segundo curso denominado
Caélculo Aplicado en el que se trabaja con la Integral definida y sus aplicaciones.

Se trabajo con una muestra de 8 profesores de la Academia de Ciencias Basicas, que son los
maestros que han impartido la Unidad de Aprendizaje de Célculo Aplicado en la Unidad Académica del
IPN donde se trabajo. El cuestionario esta formado por 12 preguntas, de las cuales 11 son de opcion tipo
Likert y la Gltima pregunta es abierta para que el profesor sefiale algunos errores comunes que comenten
sus estudiantes cuando trabajan en la asignatura de Calculo Aplicado.

El cuestionario de los profesores fue validado con el coeficiente del Alfa de Cronbach (Imasuen,
2022), el cual mide la homogeneidad de las preguntas promediando las correlaciones entre todos los
items. Cuanto mas se acerque el valor obtenido a 1, mejor es la fiabilidad. Esta caracteristica se considera
como aceptable a partir de un valor de 0.70. La ecuacion 1.6 describe la formula estadistica del
coeficiente Alfa de Cronbach.

a=2[1-2F] (1.6)



Donde:

K: representa el nimero de items

SZ: es la sumatoria de varianzas de los items
SZ: es la varianza de la suma de los items

a: es el coeficiente Alfa de Cronbach

El cuestionario de los estudiantes esta conformado por tres secciones, en la primera se solicitan
datos como indicar dénde curso el nivel medio superior, si es la primera vez que va a tomar el cuso de
Caélculo Aplicado o esta recursando la materia, y el promedio que obtuvo en la asignatura de Céalculo en
el primer semestre de su carrera.

En la segunda seccion se le solicita dar la definicion de integral definida, asi como resolver un
ejercicio empleando tres aproximaciones: geométrica, como limite y usando alguna técnica de
integracion. La tercera seccion del cuestionario consta de 10 reactivos de opcidén mdltiple, en donde se
requiere que resuelva el problema para determinar la respuesta y seleccionarla de las opciones dadas.

1.5. Resultados y Analisis

En este apartado se presentan los resultados cuantitativos obtenidos por parte de la muestra de profesores
y estudiantes.

Al aplicar la ecuacion 1.6 al cuestionario de los profesores que aparece en la tabla 2, se obtuvo
como resultado un valor de 0.97 (ver tabla 1), lo que significa que las preguntas son homogéneas, es
decir, el cuestionario es confiable al no presentar una tendencia que favorezca los resultados de la
evaluacion. En la Tabla 1 se muestran los valores que permitieron llegar a esa conclusion.

Tabla 1 Valores para el calculo de la ecuacion 1

Elemento Valor
K (total de respuestas): 8
K-1: 7
Sumatoria de varianzas: 0.707106781
Varianza de sumas: 45
k. 1.142857143
k-1
Y s,
1-— (s—;). 0.84286516
t
Alfa de Cronbach: 0.963274468

Fuente de Consulta: Elaboracion Propia

En la tabla 2 se muestran los valores de la media aritmética y su significado, correspondiente a
las preguntas del cuestionario realizado a los profesores.



Tabla 2 Encuesta realizada a los profesores

Pregunta Media | Interpretacion

1. ¢ Sus estudiantes consideran que siempre al calcular una integral definida estan calculando
un area?

3.5

Totalmente
acuerdo

de

2. ¢Sus estudiantes ven al calculo de una integral definida como el proceso inverso a la
derivada?

3

De acuerdo

3. ;Sus estudiantes ven a la integral definida como el limite de una sucesion de sumas?

En desacuerdo

4. ;Sus estudiantes llegan a cometer el error de que al solicitarles el calculo del &rea dada
una funcién y el eje x, en un intervalo, no grafican la funcion y solo formulan y resuelven la
integral definida en todo el intervalo, no percatandose si la funcién es positiva en todo el
intervalo?

De acuerdo

5. ¢Al pedirles determinar el area de la region entre la funcion f(x) = x3 — 6x y el eje X en
el intervalo [0,3]. La mayoria de sus estudiantes creen que formularian la siguiente integral

definida f03(x3 — 6x) dx para determinarla, sin graficar?

2.5

De acuerdo

6. ¢Al pedirles determinar el area de la region entre la funcion f(x) = x> — 6x y el gje X
en el intervalo [o,3]. La mayoria de sus estudiantes creen que graficaria y se percataria de que
la funcién en un intervalo es negativa y en otro es positiva y formularia las dos siguientes

integrales: — fo‘/g(x3 — 6x)dx + fjg(x3 — 6x)dx para determinarla?

De acuerdo

7. Considera que sus estudiantes al resolver una integral definida empleando su definicién
como limite, reconoce cuando trabajar con la variable X, que varia desde i =1 hasta I =n

y cuando trabajar con x;_, que varia desde 1 =0 hasta i =n—1.

En desacuerdo

8. Al solicitarle a sus estudiantes obtener el &rea bajo la curva y le muestra la imagen
siguiente. ¢La mayoria de sus estudiantes empleara la expresion A = lim Y14 f(x;_1)4x,
n—-oo

para obtenerla?

Xp X Xy X3

De acuerdo

9. Al solicitarle a sus estudiantes obtener el &rea bajo la curva y le muestra la imagen
siguiente. ;La mayoria de sus estudiantes empleard la expresion A = lim .7, f (x;)4x, para
n—-oo

obtenerla?

2.5

De acuerdo

10. ¢(Se ha percatado que sus estudiantes cuando obtienen el volumen de un soélido de
revolucion por el método de arandelas y el eje de giro es el eje y 0 una recta paralela al eje y,
formulan la integral empleando la variable x?

2.5

De acuerdo

11. ¢Ha ocurrido que sus estudiantes cuando obtienen la longitud de arco de una curva, no
validan que la funcion sea suave en el intervalo dado, es decir, solo emplean la formula, pero
no verifican que f'(x) se continua en el intervalo dado?

De acuerdo

Fuente Consulta: Elaboracion Propia
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Se pudo observar que la muestra de profesores se ha percatado que sus estudiantes consideran
que al calcular una integral definida estan obteniendo un area, asi como también ven a la integral definida
como la operacion inversa de la derivada, pero no la consideran como el calculo del limite de una sucesion
de sumas, lo que implica que no estan abordando las distintas aproximaciones que hay de la integral
definida y por consiguiente no han logrado una construccion conceptual de ella, como es sefialado por
Duval (2006) y por Camacho y Depool (2003). Estos resultados obtenidos coinciden con los reportados
por Jiménez, Ruiz y Montiel (2018). EI que algunos estudiantes consideren que siempre al calcular una
integral definida estan obteniendo un érea, es una concepcion errénea que repercute en su tratamiento,
por ejemplo, en el abordaje de la integral definida como el limite de sumas de Riemann. Es necesario
que los estudiantes trabajen el limite de sumas de Riemann no solo para calcular areas, sino para que
utilicen las propiedades de los limites de forma adecuada.

Los profesores también sefialan que sus estudiantes en general no elaboran la grafica para
reconocer el &rea que se solicita obtener y sélo proceden de forma algebraica formulando y resolviendo
la integral definida, pero ello conduce a cometer errores, porgque cuando la funcion no es positiva en el
intervalo definido, se requiere formular mas de una integral definida, fraccionando el intervalo las veces
en que la funcion cambia de positiva a negativa, lo que la mayoria de los estudiantes no hace. Este es un
error muy comun que cometen.

Otro error detectado por los profesores y que cometen los estudiantes al utilizar la suma de
Riemann para determinar el area bajo una curva por defecto y por exceso, €S que no reconocen cuando
deben trabajar con el extremo izquierdo o derecho del intervalo [x;, x;_1], es decir, con la variable x; que
varia desde i =1 hasta i =n en la sumatoria, o con la variable x;_, que varia desde i=0 hasta i=n-1
en la sumatoria. Los estudiantes de forma general usan X;, lo que repercute en el proceso, indicando una

vez mas la falta de comprension en la aproximacion del limite de una sucesion de sumas.

Otro error que cometen los estudiantes y que sefialan los profesores, es que al calcular volumenes
de solidos de revolucion por el método de arandelas integran con respecto a la variable X,
independientemente de que el eje de giro sea x 0y, lo que los conduce a llegar a inconsistencias.

Un error mas que han detectado los profesores es cuando se les pide obtener la longitud de arco
de una curva, que es el de emplear la férmula sin validar el hecho de que la derivada de la funcion sea
continua en el intervalo sefalado.

Los errores mencionados en los parrafos previos son de tipo conceptual, lo que se traduce en que
los estudiantes no han logrado construir los conceptos de integral definida como limite de una sucesion
de sumas, la mayoria no trabaja en el terreno numeérico y gréfico, la mayoria se enfoca al algebraico.

Con relacion al cuestionario aplicado a los estudiantes, se tom6 una muestra de 34 alumnos que
iniciaban su curso de Célculo Aplicado, como antecedente habian cursado la asignatura de Céalculo en su
primer semestre. Los errores que cometieron en su resolucién se presentan en la tabla 1.3.

El 97.5% de la muestra de estudiantes cursaba por primera vez la UA de Célculo Aplicado, pero
todos habian llevado un primer curso de Calculo, en el cual el 38.9% habia aprobado con 6 y 7 de
calificacion, en una escala de 0 a 10, y el 58.3% con una calificacion de 9 y 10, solo el 2.8% habia
reprobado el curso de Célculo. El 94.4% proviene de una VVocacional de ciencias Fisicomatematicas. El
97.5% considera a la integral definida como la forma que permite obtener el &rea debajo de una curva, el
58.3% también la considera como operacidn inversa a la derivada y solo el 2.8% la define como el limite
de una sucesion de sumas. Esto refleja lo comentado por los profesores con relacion a que no todos los
estudiantes han logrado construir el concepto de integral definida como el limite de una suma de
Riemann, también coincide con lo reportado por Jiménez, Ruiz y Montiel (2018).

En la tabla 3 se muestra el cuestionario diagnostico aplicado a la muestra de 34 estudiantes, Se
han resaltado las respuestas correctas, en la fuente tipo Bold y en la segunda columna se encuentra el
porcentaje de estudiantes que resolvio de forma correcta el reactivo.



Tabla 3 Cuestionario de los estudiantes

Reactivo

10

Porcentaje de

respuestas

correctas
1. Al expresar la integral definida f;f(x)dx, mediante la definicion de limite ¢cuél es
la expresion que la representa?
)  In, f(x)Ax
b)  lim T, f(x;)Ax
91.7%
) flx)bx
d) a+iAx
2. Al expresar a la integral definida fzs(x + 6)dx, a través de su definicion de limite,
¢qué valor tiene Ax?
=5
a) Ax= -
b Ax=2
3 91.7%
c) Ax=-=
n
7
d) Ax = n
3. Al resolver la integral definida fzs(x + 6)dx, usando su definicion de limite, ¢cual
es la expresion que la representa?
. 3.\2
A lim S (8+2i)
. 3 2
) tim k(2202
44.4%
. n 3.\3
0 Jim 3Ly (5+2i)>
. 3 3
@ lim(8+50)7
4. Al calcular el area de la region entre la funcion f(x) = x3 — 6x yel eje x, enel
intervalo [0,3], se obtiene.
'/ \ ll
!v '|“: l
[ Y ]
B
l "I‘ 'l
1V
! 11.1%
27
a) A= —:
b) A=9
9
C) A= Z
45
d) A=
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5. Calcula el area limitada por la funcion f(x) = x2 —x — 2 yelgje x

9
8 A=, 30.6%
-2
b) A=—=
=7
c) A= S
d) A=-
6. ¢Cual es el volumen de un tazon que se genera al girar alrededor del eje x la region
limitada por la funcion y = 1—52 y por las rectas x=0 y x=4 ‘
=
a) V= -
by V="ttm 58.3%
1
C) V= 1—67'[
— &
d) V=10
7. Sabiendo que j f(x)dx=5 Y due jg(x)dlez, y usando las propiedades de la integral
’ . . . ’ 5 1
calcular el valor de la integral siguiente. J(zf (X)_Sg(x)jdx
0 0
2) 14 58.3%
b) 6
C) 10
d) 4
8. Expresa la diferencia T f(x)dx_} f (x)dx COMO una sola integral.
a) [ fodx
h
b) ., fCdx 33%
¢) Jy f()dx
d 7Gx
9. Escierta o falsa la siguiente afirmacion: La derivada de la integral es igual a la
funcion del integrando, evaluada en la variable x %J‘ f(t)dt = f (x)
0
a) Falsa 75%
b) Cierta
10. Sea g(x):jlx(tz—Z)dt. Calcular g'(x)
Q)  g'(x)=2x
b "(x) = 2x?
A 62.9%

c) g (x)=x*-2
d) g'(x)=2x-2

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia
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Los estudiantes reconocen la expresion genérica que representa a la integral definida como limite,
asi como el valor del incremento de x, que se determina como el cociente de la diferencia de b y a, entre
la particion n de intervalos, pero menos de la mitad de los estudiantes de la muestra logra determinar la
representacion como limite de una integral definida especifica, lo que coincide con lo sefialado por los
profesores y por los investigadores Orton (1983), Eysenberg y Dreyfus (1991).

También se observd que, en la obtencion del area bajo la curva, el 89% de estudiantes no tomd en
cuenta que la funcion es positiva en un intervalo y negativa en otro, calculando la integral definida en el

intervalo [0,3], en lugar de formular dos integrales cuyos limites de integracion debian ser [0,4/6] y de

[6,3]. De la forma en que lo resolvieron obtuvieron un valor negativo, lo que implica que no han
logrado un desarrollo conceptual, ya que el &rea no puede ser negativa.

Esta conducta se repitié en otro ejercicio obteniendo un area negativa. Estos estudiantes se estan
guiando de forma meramente procedimental al resolver la integral definida; no han lo grado comprender
que, al solicitar la determinacion del area, se requiere hacer una revision de la grafica para identificar de
qué region es la que se requiere su area y que se usa a la integral definida como una herramienta para su
obtencion.

También necesitan entender que el resolver una integral definida no siempre implica obtener un
area. Lo que coincide con lo sefialado por Camacho y Depool (2003), Camacho y Santos (2013) y
Jiménez, Ruiz y Montiel (2018). Cerca del 79% de los estudiantes no aplica las propiedades de la integral
definida y alrededor del 30% no emplea el teorema fundamental del calculo en la resolucion de ejercicios.

1.6. Comentarios finales del capitulo

Como conclusiones de este primer capitulo se tienen las siguientes: los estudiantes reflejan un trabajo
mas de tipo procedimental al poder resolver integrales, pero se percibe un escaso desarrollo en el terreno
conceptual, ademas de que no muestran asociaciones entre los diferentes registros como el gréfico, con
el numérico y algebraico. También, el referirse al calculo de una integral definida siempre esta asociada
con la idea de obtencion de &rea, no asi como el limite de sumas infinitas. Con frecuencia los profesores
de matematicas no tienen la oportunidad de presentar los conceptos basados en el desarrollo historico,
por lo que una propuesta es que la ensefianza podria organizarse de forma que partiera de la intuicion
natural de los estudiantes para lograr que finalmente utilicen un método riguroso de calculo de la integral
definida. En el siguiente capitulo se retoman algunas de los errores detectados por los profesores y que
presentan los estudiantes al trabajar con la integral definida y aplicaciones del Calculo Integral.
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Capitulo 2. Explicaciones para atender los errores mas frecuentes detectados

Resumen

En este segundo capitulo se presentan las explicaciones para atender los errores y dudas que presentan
los estudiantes entorno al empleo de la integral cuando resuelven problemas y que fueron identificadas
en el capitulo 1.

2.1. Introduccién

Con relacion al contenido del programa de estudios de la asignatura de Céalculo Aplicado, se identificaron
varias dudas que plantea el estudiante en el estudio de esta asignatura. Esto condujo a desmenuzar cada
aspecto para abordarlo de tal forma que le sea claro al estudiante. A lo largo de este segundo capitulo se
dan las explicaciones necesarias.

2.2. Explicacién sobre la creencia de considerar que siempre al calcular una integral definida estan
obteniendo un &rea debajo de la curva

Muchos estudiantes consideran que siempre que calculan una integral definida estan calculando un area
bajo la curva y esto tiene que ver con la forma en como se le ensefi6 al estudiante. Cuando introducimos
a la integral definida empleando su definicion como limite de una sucesion de sumas, debemos trabajarla
en otros contextos, no solo para la obtencion de areas, donde las cantidades acumuladas toman valores
positivos, negativos o cero, esto puede contribuir a la construccion de una concepcion mas rica donde el
valor acumulado no siempre representa un area.

En varios libros de texto (Jiménez, 2017), la presentacion del concepto se realiza en el contexto
matematico, haciendo énfasis en el célculo de areas y no es hasta el tema de aplicaciones de la integral
definida cuando el estudiante puede darse cuenta que, mediante este concepto se pueden calcular otras
cantidades, ademas del area bajo una curva. Esta forma de presentar el concepto contribuye poco en
cuanto a despertar el interés del estudiante en conocer y dominar el concepto.

Orton (1983) considera, como Yya fue sefialado en el capitulo 1 del presente libro, dos aspectos
claves para evaluar la comprensién de la integral definida: Limite de una sucesion de fracciones a partir
de un término general y limite de una sucesion igual al area bajo una curva. En este sentido, el instrumento
usado en su investigacion incluye preguntas relacionadas con limites de sucesiones de numeros, limites
de sucesiones a partir de un término general, alturas de rectangulos bajo una gréfica, sucesion para
aproximar el area bajo una curva, limite de una sucesion igual al area bajo una curva y limite de una
sucesion de fracciones desde un término general. Esas preguntas involucran una mezcla de ideas que
incluyen manipulacion algebraica, sucesion y limite de una sucesion.

2.2.1. Sumas de Riemann a través de la aplicacién del limite para llegar a la construccion de
integral definida

Orton (1983) comenta que, en su mayoria, los estudiantes entienden que la obtencion del area tiene una
mejor aproximacion cuando se emplean mas nimeros de rectangulos, pero no lograron comprender que
la obtencion del limite daria el resultado correcto. Lo que muestra que el proceso empleando Sumas de
Riemann a través de la aplicacion del limite para llegar a la construccion de integral definida, no es
sencillo alcanzar por el estudiante.

Al respecto, es necesario presentar ejemplos en donde se empleen distintos ndmeros de
rectangulos, para obtener aproximaciones cada vez mas cercanas al valor del limite y, finalmente calcular
el limite explicandole al estudiante que el resultado del limite es el valor del area, ya no es una
aproximacion. Se debe comprobar empleando rectangulos inscritos como circunscritos, en donde el
estudiante observe que cuando los rectangulos estan inscritos, y se obtienen aproximaciones del area con
un numero especifico de rectangulos, ésta es menor a cuando se obtienen rectangulos circunscritos.
Después, se recomienda mostrar que, al obtener el limite, no importa si se emplearon rectangulos inscritos
0 circunscritos, el valor del area que se obtiene es la misma.
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En el ejemplo 1 se obtiene una aproximacion del valor del area bajo la curva de la funcion f(x) =
x?2, el eje x, en el intervalo [0,1] empleando: primero 4 rectangulos inscritos, enseguida 4 rectangulos
circunscritos. En el primer caso el area tiene un valor de 0.468 en el segundo caso es de 0.21875, entonces
el area bajo la curva f(x) = x? considerando 4 rectangulos se encuentra entre los valores
0.21875< R <0.46575.

Después se obtiene otra aproximacion, ahora empleando 8 rectangulos, tanto inscritos como
circunscritos, obteniendo los valores de 0.2734375< A<0.3984375. Enseguida en la actividad del polilibro
se pide que llene una tabla calculando el area con un mayor nimero de rectangulos, para que observe que
la aproximacién es mayor. Se finaliza calculando el area bajo la funcion f(x) = x? haciendo uso del
limite de la Sumas de Riemann para n rectangulos, empleando tanto rectangulos inscritos como
circunscritos, es decir, se calcula el area por defecto y el area por exceso, y se obtiene el mismo valor en
ambos casos, que es 1/3, con esto se comprueba que el area es la que se determina mediante el calculo
del limite de las Sumas de Riemann, acorde con lo sefialado por Orton (1983).

Veamos el desglose de lo sefialado previamente, lo cual se muestra en el polilibro.

Ejemplo 1. Estimemos el area de una region R en particular, que se encuentra acotada por la grafica de
f(x) =x?%,elejexylarecta x = 1, como se muestra en el Gréafico 1.

Primero tenemos que el &rea es un valor entre 0 y 1 porque R esté contenida en un cuadrado de
longitud 1.

Gréfico 1 Representacion gréafica de la region bajo la grafica de (x)=x? el eje x y larecta x=1.

Fuente de Consulta: Elaboracion Propia

Para dar una aproximacion dividamos la region en 4 rectangulos de igual longitud. Obtengamos
el area de los rectangulos y sumémoslas. La base de cada rectangulo tiene el mismo valor porque las

L. . -1 )
divisiones son iguales, es decir LY para la altura de los rectangulos tomemos el lado derecho del

rectangulo, nos damos cuenta que esta representada por la funcién evaluada en el valor de la abscisa
f(x) = x? (Gréfico 2).

A= 1T ==
. =%f(1)=%(1)2 =%(1):%

R<Ay
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Gréfico 2 Divisiones rectangulares considerando extremos derechos (en este caso, el area es por
exceso o0 los rectangulos son circunscritos)

1l

1 1 3
4 2 4
Fuente de Consulta: Elaboracion Propia

Si en lugar de considerar como la altura el punto extremo derecho, se considera el punto extremo
de la izquierda del rectangulo, se tendria la gréfica del grafico 3.

Gréfico 3 Divisiones considerando puntos extremos de la izquierda (ahora el area de los rectangulos es
por defecto o los rectangulos estan inscritos).

e
t

Fuente de Consulta: Elaboracion Propia

A, =507 0
A==
AR3:%(%)2_%_644
R

AR|=0+i+i+g=E=lz0.21875
64 64 64 64 32

AR, <R<A;
El area de la region se encuentra entre los siguientes valores: 0.21875<R <0.46575

Podemos repetir este procedimiento con un nimero mayor de rectangulos, por ejemplo, con 8
(Gréfico 4).
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Grafico 4 Se muestran 8 divisiones rectangulares. En la gréfica de la izquierda los rectangulos estan
inscritos y en la grafica de la derecha circunscritos
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Fuente de Consulta: Elaboracién Propia

El area oscila entre 0.2734375< A<0.3984375

Cuanto mas grande sea el valor de n, es decir, el niUmero de particiones mejor es la aproximacion

al area. Se puede apreciar en los gréaficos 5 y 6, donde aparecen los valores de las areas teniendo mayor
numero de rectangulos.

Gréfico 5 El area va aumentando a mayor numero de rectangulos se determinen. En este caso los
rectdngulos son inscritos

T Ly« GNI6Y : el L, =05284 fl
/

Fuente de Consulta: Elaboracion Propia

Gréfico 6 El area va aumentando a mayor nimero de rectangulos se determinen. En este caso los
rectangulos son circunscritos

7 | ' f
/

3 nw 0 Mg 03453 i

_affll

Fuente de Consulta: Elaboracion Propia

|
{
|
|

Finalmente calculando el limite de las Sumas de Riemann se obtiene el valor del area bajo la
funcion de la region entre la parabola y=x* y el eje x en el intervalo [0,1], por exceso y por defecto.

A partir de la grafica presentada en el grafico 7 observamos lo siguiente:
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El area por defecto se tiene en el extremo izquierdo del intervalo, esto es cuando la variable es
Xi_, y varia desde i=0 hasta i=n-1 Yy el area por exceso en el extremo derecho del intervalo, esto es

cuando la variable es X, y varia desde i=1 hasta i=n

Grafico 7 Rectangulo inscrito y circunscrito en una funcién creciente

Fuente de Consulta: Elaboraciéon Propia

Pasos para obtener el area por defecto

Hallar el &rea de la region entre la pardbola y=x* y el eje x en el intervalo [0,1].

En la ecuacion 2.1 se muestra la formula para calcular el area, empleando el limite de sumas de
Riemann. Se observa que f(x)=x* es creciente y los rectangulos son inscritos, para lo cual se considera

el extremo izquierdo del intervalo [x;_4, x;], es decir x;_;.

Grafico 8 Rectangulos inscritos en la funcion f(x)=x"2.

o o 0as o as e8) ars o 1.9 1.4

Fuente de Consulta: Elaboracion Propia
Area
n-1

A=limY" f(x,)Ax: (2.1)

N> 4
i=0

Se obtiene cada elemento de la suma de Riemann

f(x)=x*, a=0y b = 1,

1-0
por lo que Ax = —=

S|

2.2)

Al sustituir (2) en x;_4, se obtiene su valor.
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X1 =0+ (i—DAx=(i—1DAx=(i—1) estoesx;_; = (i — 1) (2.3)

Después se determina f(x;_), sustituyendo el valor de x;_; en f(x).

Asi
1,. 1,. 1 ..
fOa) = f(zG=1) = G- 1) == (- 1) (2.4)
Se sustituyen (2) y (4) en (1) y se calcula el limite de la suma de Riemann para obtener el &rea.
. -11 ,. 1 . -1 1 ,.
A= lim Y S (-1?-= lim Y 5@ -1)? (2.5)

Con respecto a la variable de la sumatoria, n es constante, por lo que sale de las sumatorias y se
obtienen tres sumatorias, la de los cuadrados, de los enteros y la de una constante, pero para i desde 0
hasta n—1.

lim ?;01%(i2—2i+1)=711m%2?0112 2 i+ 2"11 (2.6)

n—-oo

Recordamos la suma de los primeros n términos de i 0 k?

Zn:k =12 4+22+3 +-. +n2_n(n+lé(2n+l) (2.7)
k=1

Al obtener la suma de los primeros n términos de iz 0 k? para i desde 0 hasta n-1, se obtiene.

nlkz:02+12+22+32+---+(n—1)2:w (2.8)
k=0

Lo mismo ocurre para los primeros n términos de | para | desde 0 hasta n—1,

ik:1+2+3+---+n:w (2.9)

k=1

se convierte en

n-1
k=0+1+2+3+---+n—1=@ (2.10)

k=0

n . n-1
Y finalmente la sumatoria de la constante Y c=nc Se convierte en > e=(n-1)c (2.11)

k=1 k=0

Sustituyendo (2.8), (2.10) y (2.11) en (2.12)

A = lim = (2R — im — (22 4 lim — (- 1) (2.12)
n—-oo

n—oo Tl3 6

Tomando en cuenta que jim1 -0 Y en general que I|m——O conk enteroy k>0 Se tiene

n—w© N n—ow n

(n— 1)n

A—,{gmns““l”‘%‘”) im = (52 + lim £ (n - 1) (2.13)

= 1im 2 (2 BHED - ;goz(“ (&) + lim 182 (214)
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A=lim=(1-22- - lim; (1-3) (= )+711Lr£101(——i (2.15)
A=%(1—0)(2—0)—%(1—0)(0)+1(0—0)=§ (2.16)

P . s 1
El area de la region es 3

Pasos para obtener el &rea por exceso

Como ya se dijo el area por exceso se tiene en el extremo derecho del intervalo, esto es cuando la variable
es X, varia desde i=1 hasta i=n.

Ahora, en la ecuacién 2.17 se muestra la formula para calcular el area, empleando el limite de
una suma de Riemann.

Se observa que f(x)=x? es creciente y los rectangulos son circunscritos, para lo cual se considera
el extremo derecho del intervalo [x;_4, x;], es decir x;.

Grafico 9 Rectangulos circunscritos en la funcion f(x)=x"2.

11y

IR

/

T

d

Fuente de Consulta: Elaboracion Propia

Area A = llm Yieq f(x)Ax, (2.17)

Se obtiene cada elemento de la suma de Riemann

f()=x*,a=0y b =1,

por lo que Ax = 171;0 = % (2.18)
Al sustituir (18) en x;, se obtiene su valor.
x; =0+ iAx = iAx = i%, esto es x; = %i (2.19)
Después se determina f(x;), sustituyendo el valor de x; en f(x).

. 1. 1. 1.
Asif(x) = f(31) = Gi)? = =42 (2.20)

Se sustituyen (18) y (20) en (17) y se calcula el limite de la suma de Riemann para obtener el area.

A= lim B, ()72 = lim 537 o()? (2.21)
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Con respecto a la variable de la sumatoria, n es constante.
. 1 .
A= lim 3, (2.22)

Usando la suma de los primeros n términos de i para i desde 0 hastan y desarrollando el proceso,
se tiene:

A= B = (D) -y () (B (12) (1 )2 o2

P . s 1
El area de la region es 3

Se puede observar que el area calculada como el limite de sumas de Riemann, es la misma si se
emplean rectangulos inscritos que circunscritos, justamente porque se esta calculando el limite cuando
n — oo,

Se puede concluir que cuando nos piden determinar el area entre una funcion y el eje x en un
intervalo dado, usamos la definicion y tomamaos la variable X; que varia desde i=1 hasta i =n, si nos piden

el area por exceso y por defecto a partir de la grafica se determina cual es la variable, pero una de ellas
se calcula igual que solo el area y la otra se calculara con la variable X, , y varia desde i=0 hasta i=n-1
Sobre este Gltimo parrafo se desglosa la explicacion siguiente.

2.2.2. Explicacién de cudndo emplear cada uno de los dos extremos del intervalo [x;_q, x;], al
calcular el limite de una suma de Riemann

Un error que fue mencionado en el capitulo 1 y que comenten algunos estudiantes cuando se solicita
obtener el area bajo la curva por defecto y por exceso, al emplear sumas de Riemann, es el que no
visualizan lo que implica trabajar con el extremo izquierdo del intervalo [x;_, x;] Y siempre emplean
x;. Lo que ocurre es que no han visualizado que cuando la altura del rectdngulo toma en cuenta el
extremo izquierdo, se debe trabajar con x;_; y cuando la altura del rectangulo es el extremo derecho,
entonces se debe trabajar con x;. Algunos estudiantes también piensan que es una regla que al obtener el
area por exceso, se utilicen los extremos izquierdos de los rectangulos y para el area por defecto, los
extremos derechos. Pero esto es incorrecto. Para entenderlo deben fijarse si la funcion es creciente o
decreciente en el intervalo. Enseguida se explica.

2.3. Area por defecto y por exceso

Cuando determinamos el area de una region limitada por una curva representada por la funcion y - (x),

podemos tomar los rectangulos inscritos o circunscritos. Si los rectangulos son inscritos, éstos quedan
dentro de la regidn y nos aproximamos al area con un valor menor ya que falta area por cubrir y esta seria
el area por defecto; en cambio, si los rectangulos son circunscritos, éstos quedan fuera de la regién y nos
aproximamos al &rea con un valor mayor ya que sobra area, y esta seria el area por exceso (Gréafico 10).

Grafico 10 Area por defecto en la izquierda y area por exceso en la derecha

Fuente de Consulta: Elaboraciéon Propia
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La funcion del grafico 10 en la izquierda es creciente y para tener rectangulos inscritos se toma
la parte izquierda de cada intervalo, mientras que la funcion del grafico 10 en la derecha es decreciente
por lo que para tener los rectangulos circunscritos se toma el extremo izquierdo del intervalo. Por lo cual
no se puede generalizar que uno de los extremos de los intervalos nos genera rectangulos inscritos o
circunscritos; luego, cuando nos piden area por defecto es necesario graficar la funcion y con base en
ésta determinar que extremo del intervalo produce el &rea por exceso o defecto.

En general el extremo izquierdo del intervalo se representa por X;_; y varia desde i=0 hasta
i=n-1Y la parte derecha por x y varia desde i=1 hasta i=n.

2.3.1. Sobre la determinacion del limite de una sucesion

Orton (1983) también sefala que los alumnos muestran mas errores cuando determinan el limite de una

. . . . 4in , .
sucesion dado el término general, como por ejemplo — (n=1,2,3,4,5...), que a través de la sucesion
4 8 12 16

presentada en forma numeérica 375

) nan

Debido a lo anterior sugiere que el alumno primero calcule el limite de una sucesion numérica
especifica, y después determine el limite de una sucesion expresada como un término general, asi como
también es conveniente realizar la gréfica.

En el polilibro aparece la explicacién referida a que una sucesion se grafica en el plano de ejes n
y a,. Los términos de la sucesion se representan en el plano por puntos, el primer término seré el punto

(La,), el siguiente (2,a,) luego (3,a,), €tc.

Grafiquemos la sucesién {l}
n

Los términos de la sucesién son

{11 11 31...}
121314,5161

La gréfica la constituyen solo los puntos, ya que la sucesion es una funcion que solo esta definida
en los nimeros naturales por lo cual no podemos unirlos con una linea como sucede con los nimeros
reales (Grafico 11).

Gréfico 11 Gréfica de la sucesion 1/(n)

Fuente de Consulta: Elaboraciéon Propia

Se puede usar la funcion real, si la conocemos, para apoyarnos en su trazo y marcar los puntos
que determinan a la sucesion (Gréafico 12).
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Graéfico 12 Gréfica de la funcion f(x)=1/x

Fuente de Consulta: Elaboracion Propia

El planteamiento de situaciones que incluyan funciones discontinuas contribuye a establecer
relaciones con la integral impropia lo que enriqueceria el esquema de integral definida de un estudiante.

2.3.2. Explicacion de la idea que algunos estudiantes tienen sobre que el limite siempre existe y no
considerar a las integrales impropias

Al resolver una integral definida es fundamental explicarle al estudiante que hay dos situaciones que
deben ser consideradas para su resolucién. Una de ellas es que la funcién esté definida en un intervalo
cerrado, ya que en caso de que sea discontinua en el intervalo, la integral es del tipo impropia y entonces
se debe resolver empleando el limite. La segunda condicidn es que el limite exista, de tal forma que, si
el limite no existe, entonces la integral es divergente.

Pueden pasar dos cosas, que el estudiante no se percate de que el integrando sea discontinuo en
un punto del intervalo y resuelva la integral solo usando una técnica de integracion, en tal caso estaria
procediendo de forma mecénica, sin establecer las relaciones que existen entre los conceptos que estan
involucrados en los teoremas vistos. El segundo caso seria que el estudiante se percate de que el
integrando no es continuo en algun punto del intervalo y resuelva la integral empleando el limite, si esto
ocurre entonces el estudiante estaria mostrando elementos para decir que ha establecido las relaciones
entre lo conceptual y lo procedimental.

En los apuntes que contiene el polilibro se tratan ejemplos con la situacion previamente descrita.
. . N . 11 -
Por ejemplo, si tenemos la siguiente integral f_lx—zdx, el alumno se debe percatar de que el integrando
. . PETI . . . . 0 1 11
es discontinuo para cuando x = 0y asi dividir la integral en dos integrales impropias f—lx_zdx + fo = dx
y resolver cada una.

Resolviendo la primera, tenemos:

01 . 0 1 T 10 s 1 _
e =lim [ Zdv=lim[-3] = lim(—{-1) = (2.24)

El limite no existe, por lo que la integral impropia es divergente.

Se pueden proporcionar al estudiante elementos para decidir cuando el limite de una suma de
Riemann existe y cuando este limite no existe, e identificar las condiciones necesarias para calcular la
integral definida de una funcién en un intervalo cerrado. Esto sienta las bases para la comprension de
conceptos como la integral impropia.

En el polilibro lo correspondiente a las integrales impropias se encuentra en la Unidad 2 (ver la
explicacion de integrales impropias en la figura 3).
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Figura 3 Interfaz con la explicacion de las integrales impropias
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g W am 1 Inteqrales que no satisfacen 5105 requIsitos £3 porque
_:J T = & los limites de Integracién son Infinites © porgue f tiens un ndmero finito de
discontinuidades en el intervalo [a. bl A estas integrales les llamamos inteqrales impreoias

Fuente de Consulta: Polilibro
Integrales con integrandos discontinuos

Si f escontinua en el intervalo (a,b], entonces
b . b
j f (x)dx = lim j f (x)dx (2.25)
Si f escontinua en el intervalo [a,b) , entonces
[ f(dx = Iirpr f (x)dx (2.26)

Se dice que la integral impropia converge si el limite existe, en caso contrario, la integral impropia
diverge

Ejemplos
1. Determinar si la integral j:x In xdx converge o diverge.

El integrando es f (x)=xInx, esta funcion no es continua en x=0, luego es continua en el intervalo
(0,1], usando la definicion, tenemos

[[xInxdx=lim, [ xlnxdx (2.27)
0 a—0tva

Resolviendo la integral J' xInxdx por partes, tenemos (2.28)
u=|nx,du=1dx dv=dx,v=_[xdx=lx2 (2.29)

X 2
jxln xdx=1x2 In x—Jllx2 (ldszlx2 In x—l.[xdx=1x2 In x—lx2 (2.30)
2 2 X 2 2 2 4

Luego

1 . 1 , 1 1 5\! . 1 1 . 1 1
Jy xlnxdx = Jim, J, xInxdx = Jim, (Elenx - sz)a = lim (E 1?1 - 12) — lim (E a’lna — Zaz) (2.31)
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lim (O—lj—(i(a)z Ina—l(a)zj = Iim—i— lim la2 Ina-— Iim—la2 (2.32)
4 2 4 4

a—0" a0t 4 a-0* a—0"

Calculando los limites

. 1 1

lim-==—= 2.33
.allﬁ»r(r)1 4 4 ( )
lim 1azlnazlozln0:0~(—oo) (2.34)
a—0" 2

Se obtuvo una forma indeterminada de producto, hay que representar en forma de cociente y
calcular el limite nuevamente.

IimlazlnazilimIn—azln—oz—E (2.35)
a—0" 2 2 a—0" i 1 00
a®> 0

Se obtuvo un cociente indeterminado, se puede aplicar la Regla de L"Hospital

1
- 3
liphha 1. a 1 & 1. 1. 4 (2.36)
2as00 1 2as00 2 2a0" 2a a0t 2
a2 a
) 1 1
lim-—=a?=-=(0)=0 2.37
lim-= 20 (2.37)
Asi
[1xInxdx = lim ==~ lim ~a* Ina— lim-+a* =~ (0)~0= (2.38)
0 a0t 4  a-0" a—0* 4 2 4

R 1
La integral J'O xIn xdx converge y su valor es _%

2. Determinar si la integral J“‘ 1 dx converge o diverge.
2
" (x=3)
El integrando es ¢ (X):;z, esta funcion es continuaen x=0 yen x=4, sin embargo la integral no
(x-3)

es continua en x =3 que es un punto interior del intervalo y nos dice que la funcién no es continua en
[0,4] requisito para calcular el valor de una integral que no es impropia.

Luego el punto de discontinuidad nos divide el intervalo [0,4] como [0,4]=[0,3)u(3,4]As, si
queremos determinar la integral sobre el intervalo [o,4], lo hacemos como

S SRV 1 2.39
IO(X_3)2dx Io(x—3)2dx+".3(x—3)2dx ( )

La integral r 1 _dx €s continua en [0,3) , asf por definicion
" (x=3)

js ! ~dx = |im.[b ! ~dx, integrando por cambio de variable tenemos (2.40)
°(x-3) b-3 70 (x-3)
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r%dx:limj‘b%dx:lim—— ! + t ot 1 i (2.41)
0(X—3) b—3" °(X—3) [ ¢ 3 3

Por lo que la integral diverge

dx Y determinamos que la r 1 4 diverge ya no
_ )2
necesitamos determinar el valor de la integral I“ 1 debldo aque sila mtegral J 1, converge
3 (xf3) *(x= 3)
su valor sera un namero real, pero la suma de este con la divergencia de la otra integral nos lleva a que
la integral J‘* _dx también diverge y si la integral r _dx diverge el hecho de que ambas sean
0 3
(x-3) (x-3)
divergentes nos lleva a que

SR SR
R rae s

la integral I _ 1 4y también diverge.
X

3)

Hay que tener cuidado con este tipo de integrales para no resolverla como si la funcion fuera
continua en un intervalo cerrado.

2.3.3. Explicacion de lo que puede ocurrir al calcular el area usando la integral definida de forma
algebraica sin realizar la grafica de la funcion para identificar los intervalos en la que es positiva
y negativa

Un error comdn que comenten los estudiantes cuando calculan el area de una region, es el no determinar
el o los intervalos donde la funcion es positiva y donde es negativa, ya que al calcular el area de la parte
negativa deben de multiplicar por el signo negativo, para obtener el area positiva.

Esta situacion se da cuando los estudiantes no representan las funciones mediante gréaficas para
determinar el area que se les solicita, ya que cuando se les pide calcular area entre el eje X y una curva,
muchas veces solo plantean la integral definida tomando todo el intervalo, de tal forma que al no graficar,
no se dan cuenta de aquella area que esta sobre la curva, y aquella que esta debajo de la curva, lo que
implica que se debe dividir el intervalo en dos 0o mas subintervalos, segin corresponda, lo que se ve
reflejado en el célculo de dos o més integrales definidas, acordes a los intervalos generados. Cuando se
tiene area sobre la curva se obtiene un valor negativo y se tendria que anteponer el signo negativo para
obtener un valor positivo.

Ejemplo de lo descrito:

Determinar el area de la region entre la funcion f(x)=x*-6x y el eje x en el intervalo [0,3].

La funcién f(x) = x® — 6x estd definida en el intervalo [03], su representacién gréfica se
encuentra en el Grafico 13.

La region sobre la cual hay que determinar el area, marcada con verde, queda dividida en dos
partes. La primera de ellas queda bajo el eje x y la segunda sobre el mismo.
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Gréfico 13 Gréfica de la funcion f(x)=x"3-6x

Fuente de Consulta: Elaboracion Propia

Recordemos que en un inicio el tema a desarrollar es area bajo la curva y la primera parte de la
regiéon no cumple con eso.

(Qué sucede si calculamos el area “sobre la curva” y no bajo la curva?

Si replicamos el proceso que se llevd a cabo con la determinacidn del area, la diferencia se tiene
en que la altura del rectangulo es un numero negativo y no un nimero positivo y nos indica la distancia
desde el eje x a la funcion y no de la funcidn al eje x como sucede con area de una funcion positiva, si la
vemos como distancia esta debe de ser un nimero positivo asi que podemos anteponer un signo negativo
para que esta altura sea positiva y obtener ya un area positiva.

Al no determinar dénde la funcién f(x)=x’-6x es positiva y negativa, conduce al estudiante a
calcular el area considerando un solo intervalo [0,3], pero su resolucién conduciria a una resta de areas,

obteniendo un nimero negativo. Por lo cual resolvamos nuevamente el problema empezando por
determinar los intervalos donde la funcion es negativa y positiva.

Determinemos los ceros de la funcion
F()=x"~6x=0 = x(x*~6)=0= X=0y x*-6=0 = x=0Y x=+6 (2.42)

Luego en el intervalo donde necesitamos determinar el area, hay dos ceros de la funcién, uno que
coincide con el extremo del intervalo y otro que queda dentro del intervalo, luego tenemos
[0,3]:[0,\/6}u[\/§,3}, de la gréfica de la figura 15, observamos que en el primer intervalo la funcion es

negativa y en el segundo es positiva.

Empecemos por calcular el area en [wg}. Se obtendra un valor negativo por lo que debemos
multiplicarlo por menos.

NG :
V6 4 V6 36
o - endx =[5 - 32| = Y9 3= -2 118=9 (2.43)

La primera area vale 9u?
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Ahora, calculemos el area en [V6.3]-

3

[5G = 6x)dx = [=— 37| = £ -3 - [@ + 3(\/8)2] = (2-27) - (B-18) =%

g=25_36_9
4 4 4
. < 9 45 o
En total el area de la region es 9 + 2= U (2.44)

Entonces cuando se solicita la obtencion del &rea de una region, se debe graficar la funcion para
conocer en qué parte queda arriba del eje x y qué parte abajo.

2.4. Comentarios finales del capitulo

Es fundamental atender las creencias, dudas y errores que el estudiante comete en la resolucion de
problemas y ejercicios. En este segundo capitulo fueron mostradas algunas explicaciones que se espera
sean Utiles.
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Capitulo 3 Creacion y uso de un polilibro para trabajar aplicaciones del Calculo Integral y Series
infinitas

Resumen

En este tercer capitulo se presenta un primer recurso tecnolégico denominado polilibro que es un libro
electronico, cuyo propdsito ha sido incluir en él contenido y explicaciones que permitan abordar la forma
de usar la teoria en la resolucion de ejercicios y problemas, principalmente se muestran ejemplos
desarrollados paso a paso tomando en cuenta aquellas partes en donde es comun que los estudiantes
presenten errores en su resolucién, con la finalidad de que el estudiante se percate de como la teoria, los
teoremas Yy las definiciones estan implicados en la resolucion de problemas y ejercicios, y que logre tener
un desarrollo conceptual integrado al procedimental.

3.1. Introduccion

Este polilibro se denomind Célculo Aplicado, como una reflexién en torno al trabajo a distancia que se
realizé durante el segundo trimestre y parte del tercero del afio 2020 y se hizo con base en el programa
de estudios de la Unidad de Aprendizaje del mismo nombre y que se imparte en la Escuela Superior de
Computo ESCOM-IPN. El curso esta organizado en 4 unidades tematicas como se muestra en la tabla 9.

Tabla 9 Ejemplo de actividad durante la clase en linea

Unidad académica: Escuela Superior de Computo, Unidad Profesional Interdisciplinaria de Ingenieria Campus Zacatecas
Programa académico: Ingenieria en Sistemas Computacionales

Unidad de aprendizaje: Célculo Aplicado | Semestre: 1l

Proposito de la unidad de aprendizaje

Resuelve problemas de ingenieria a partir del Calculo diferencial e Integral

Contenidos: I La integral definida y sus aplicaciones

Il. Formas indeterminadas e integrales impropias
Il Sucesiones y series

\Y2 Series de potencia

Fuente de Consulta: ESCOM-IPN

La primera unidad es sobre la integral definida y sus aplicaciones y abarca 4 temas, con sus subtemas,
como se muestra en la tabla 10.

Tabla 10 Unidad tematica 1 (ESCOM-IPN)

Unidad tematica I: La integral y sus aplicaciones Contenido
Unidad de competencia 1.1. Area bajo la curva
1.1.1  Sumas de Riemann
Resuelve problemas de area de regiones, volumen, area | 1.2 Integral definida
superficial y longitud de arco, a partir de la integral | 1.2.1  Propiedades de la integral definida
definida 1.2.2 Teorema fundamental del calculo
13 Integracion numérica
1.3.1 Trapecio
1.3.2  Simpson

1.4 Aplicaciones de la integral definida

1.4.1  Area entre curvas

1.4.2 VolUimenes de sélidos de revolucion: discos, arandelas y
capas cilindricas

1.4.3  Volimenes por secciones transversales

1.4.4 Longitud de arco y area de superficie

Fuente de Consulta; ESCOM-IPN

La Unidad 2 se titula Formas indeterminadas e integrales impropias y esta constituida por 5 temas
como aparece en la tabla 11.
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Tabla 11 Unidad tematica Il

Unidad tematica Il Formas indeterminadas e integrales Contenido

impropias
Unidad de competencia 2.1 Formas indeterminadas
2.1.1 La regla de L"Hospital
Establece la convergencia o divergencia de una integral | 2.1.2 Otras formas indeterminadas
impropia a partir de los limites de formas | 2.2 Integrales impropias

indeterminadas 2.2.1 Con limites de integracion infinitos: convergencia y
divergencia
2.2.2 Integrando con discontinuidades infinitas: convergencia'y
divergencia

Fuente de Consulta: ESCOM-IPN
La unidad 3 es sobre sucesiones y series e incluye los temas que aparecen en la tabla 12.

Tabla 12 Unidad temética |11 (ESCOM-IPN)

Unidad tematica I11 Sucesiones y series Contenido

Unidad de competencia 3.1 Sucesiones

3.1.1 Propiedades

Establece la convergencia o divergencia de sucesionesy | 3.1.2 Convergencia y divergencia

series a partir de sus propiedades, caracteristicas y | 3.1.3 Operaciones fundamentales

criterios 3.2 Series

3.2.1 Sucesiones de sumas parciales y convergencia

3.2.2 Series especiales: geométrica, armonica y telescopica

3.3 Series de términos positivos

3.3.1 Criterios de convergencia: el criterio de la integral y la
serie p, el criterio de comparacion directa y comparacion por
limite, el criterio de la razén y de la raiz.

3.4 Series alternantes: convergencia absoluta y condicional.
3.4.1 Criterio de convergencia para series alternantes y
medicion de error.

Fuente de Consulta;: ESCOM-IPN

La unidad 4 es la Gltima y se aborda lo concerniente a series de potencias, derivacion e integracion
de series, concluyendo con serie de Taylor y como caso particular la serie de McLaurin (Tabla 13).

Tabla 13 Unidad temética 1V (ESCOM-IPN)

Unidad temética IV Series de potencia Contenido
Unidad de competencia 4.1 Series de potencias
4.1.1 Intervalo y radio de convergencia
Representa funciones como series de potencias a partir | 4.1.2  Derivacion e integracion de series de potencia
de las series de Taylor y de MacLaurin 4.2 Series de Taylor y de McLaurin
4.2.1  Serie de Taylor
4.2.2  Serie de McLaurin
4.2.3  Polinomio de Taylor

Fuente de Consulta: ESCOM-IPN
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3.2. Importancia del uso de recursos tecnoldgicos en la ensefianza de Matematicas a distancia

Distintos investigadores reportan que el empleo de recursos digitales en el trabajo de matematicas, en un
modelo a distancia es muy util, ya que permite al estudiante visualizar, la situacion que se va a abordar.
Como en el caso del area que deja una curva debajo de ella y el eje x, en un intervalo determinado, asi
como el volumen de un sélido que se genera al hacer girar una region alrededor de uno de los ejes del
plano real o de una recta paralela a uno de los ejes, también el area que se obtiene por otros métodos
como el de secciones transversales.

Lino, & Laureano (2022) llevaron a cabo un estudio en que el propusieron el uso de pizarras
digitales (OpenBoard) como herramienta tecnoldgica de apoyo pedagdgico durante el desarrollo de las
sesiones de aprendizaje a distancia en la modalidad virtualizada, mediante el uso de estadistica,
encontraron que este recurso promueve efectos axiomaticos que estimula de manera significativa el logro
de la competencia resuelve problemas de cantidad del area de matemaética bajo el enfoque centrado en la
resolucion de problemas.

Los recursos didacticos aportan diferentes beneficios en varios ambitos de la educacion y su
implementacién depende mucho del conocimiento metodoldgico del docente, por lo que Delgado,
Briones, Moreira & Menéndez (2023) proponen una Metodologia educativa basada en recursos
didacticos digitales para desarrollar el aprendizaje significativo y comprobaron que existe correlacion
entre la aplicacion de recursos didacticos digitales y el aprendizaje significativo.

Zamora (2023) realiz6 un estudio apoyandose en una propuesta didactica con uso de Geogebra
en el desarrollo de temas de matematicas y concluyé que el uso de recursos digitales mejora la actitud
hacia la matematica y con ello el rendimiento. Mostr6 que el rendimiento estd directamente
correlacionado con la actitud, es decir, que si los estudiantes muestran una actitud positiva el rendimiento
sera mayor, por otra parte, si la actitud demostrada es negativa el rendimiento seré bajo.

En otro estudio, reportado por Nifio (2023) se realiz6 un anélisis sobre la incorporacién de
distintos recursos educativos digitales en el trabajo del pensamiento numérico variacional, concluyendo
que el disefio de la propuesta mediada por recursos educativos digitales permitié incorporar y alojar
informacion desde lo conceptual hasta lo evaluativo para que el estudiante logre fortalecer el pensamiento
numérico en los procesos de formulacion, tratamiento y solucion de problemas algebraicos.

En los parrafos previos los autores coinciden en que el uso de recursos educativos digitales
aumenta la eficacia en el estudio de diversas asignaturas, pero también es importante que se puedan
evaluar estos recursos para que el docente cuente con una herramienta que le permita someter a
evaluacion el recurso que va a emplear, sobre este aspecto, Moreno-Armella y Santos-Trigo (2016),
proponen una herramienta que le permite someter a evaluacion recursos que apoyan el aprendizaje,
tomando en cuenta el disefio, los contenidos y sus funcionalidades. Diversos autores proponen
metodologias para definir un sistema de objetivos, (Vaillant, Rodriguez, & Bentancor, 2020),
ponderaciones de objetivos (Rommelfanger y Eickemeier, 2002) y formas de agrupar y ponderar
opciones (Ishizaka y Nemery, 2013).

3.3. Métodos y Materiales
Para la construccion y programacién del polilibro se emple6 el modelo de prototipos que consiste en

procesos iterativos de creacion de prototipos funcionales, los cuales fueron presentados cada tres semanas
durante un periodo de 6 meses. En la figura 4 se muestra un diagrama de las fases de este proceso.
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Figura 4 Fases de la creacion del polilibro

Fases del proceso para la elaboracion del

polilibro

Fase 1 Fase 2

Identificar la Ll Planeacién y
concepcion del

polilibro

analisis de los
requerimientos

Fase 4 Fase 3

Desarrollo del

Pruebas ?
pelilibro

Fuente de Consulta: Elaboracion Propia
3.3.1. Fase 1. Identificacion de la concepcion del libro electrénico

La construccion del polilibro inici6 con la elaboracion de apuntes de cada uno de los temas del programa
de estudio de la asignatura de Calculo Aplicado, que se presentan en el apartado 1 del presente capitulo.
El objetivo de su creacion fue proponer ejercicios y problemas resueltos paso a paso, asi como actividades
que a traves de preguntas que guian al estudiante en la resolucién de los problemas que se plantean. Las
explicaciones que se dan obedecen a las dudas que los alumnos han presentado en el curso de Célculo
Aplicado, ya que lo fundamental es poder explicar aquello en lo que los estudiantes han manifestado
incertidumbre o desarrollado alguna idea errénea.

En las siguientes fases se detalla el proceso que se siguié durante cada etapa del modelo de
desarrollo.

3.3.2. Fase 2. Recoleccion y refinamiento de requisitos

Retomando lo dicho anteriormente y a partir del temario de la asignatura presentado en las tablas
anteriores, las dudas manifestadas a lo largo de distintos cursos de la asignatura por los estudiantes fueron
clasificadas en cada topico, esto con la finalidad de determinar la mejor manera y momento donde éstas
podian ser abordadas en este polilibro, por lo que una vez se hizo esto, se le comunic6 al programador
de qué manera distribuir cada tema y recurso para de este modo obtener un recurso Util para el aprendizaje
de los estudiantes.

3.3.3. Fase 3. Desarrollo del polilibro

El polilibro fue desarrollado con tres herramientas principales, HTML, CSS y JavaScript, estas
herramientas en conjunto permiten crear paginas web, esencialmente permiten tener el esqueleto de una
pagina web, el disefio de la pagina y la funcionalidad de esta respectivamente. Habiendo establecido lo
anterior, en esta seccion se hablara del desarrollo de las interfaces de este. En la interfaz principal
aparecen 3 botones en la parte superior derecha (Figura 5) que contienen la introduccidn, la organizacion
y las unidades, respectivamente.
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Figura 5 Pantalla de inicio del polilibro

? Calculo Aplicado [ introduceion [ Organizacici

Series Infinitas

Un recurso digital disponible para alumnos v profescres. enfocado — //
n fortalecer ¥y acompafiar en ¢l aprendizaje de Ik e e 5
Jnatura de Calculo Aplicadt A )

Fuente de Consulta: Polilibro

Caleulo Integral Y H
@

En la introduccién se da informacion del proposito del polilibro, en la organizacién se comenta
que el contenido esta dosificado en 4 unidades y que en cada una de ellas se encuentran aspectos tedricos,
demostraciones de teoremas, ejemplos resueltos paso a paso, asi también hay listas de ejercicios para
resolver, actividades, evaluaciones y diapositivas.

En el botdn de unidades se despliegan las 4 unidades correspondientes al programa de estudios y
se puede ingresar dando clic en cada una de ellas, aunque también se puede ingresar, recorriendo hacia
abajo esta pantalla de inicio.

Cada unidad esta presentada con un color, con la finalidad de distinguir todo lo que pertenece a
cada una de ellas. De color rojo se presentan los iconos usados para la unidad 1 (Figura 6), de color azul
para la unidad 2 (Figura 7), de amarillo para la unidad 3 (Figura 8) y de verde para la unidad 4 (Figura
9).

Figura 6 Pantalla de ingreso a la unidad 1

. La integral definida y

on Irvas
[ Ir & la Unidad ! . l
| T

Fuente de Consulta: Polilibro
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Figura 7 Pantalla de ingreso a la unidad 2

idad 2. Formas
terminadas e integrales

ropias

Fuente de Consulta: Polilibro

Figura 8 Pantalla de ingreso a la unidad 3

[ biet o acta dad ¢ tablecs 1 COVe - 1 Q
jivergencia de sucesiones vy series s part = sus propiedagde

R
&
A

Fuente de Consulta: Polilibro

Figura 9 Pantalla de ingreso a la unidad 4

nidad 4. Series de

) P pep——
FoLvenca

-

Fuente de Consulta: Polilibro

Una vez estando en la unidad elegida, el estudiante puede seleccionar del men( que se encuentra
a su izquierda, ejercicios, actividades, diapositivas, examenes o revisar el contenido. Como ejemplo se
muestra la unidad 1.

En la figura 10 se puede ver que del lado izquierdo aparecen los temas, al darles clic sobre su
nombre se despliegan los subtemas, cuyo contenido aparece del lado derecho. En el mismo menu de la
izquierda se observa el material que hay: ejercicios, actividades, evaluacion y recursos (que son
diapositivas).



34

Figura 10 Pantalla que contiene informacion del primer tema de la Unidad 1

a Unidad | o

11 Area balo M curva [}

1.1 Area bajo la curva

111 Introduccion

12 Integrs! definica > =
Sabemos determinar areas de Nguras Qeomeatricas regulares, comao son

1.3 Integracian numdrica )

L& Apiicacianes integral defmics o

@) Lstas Oa £jercicion i

Figura |, FiQuiaa goometrcay reguiares

A
l ' Actividades Cuyas areas s determinamos comn

A (base)(altura)
Eh Evahuacion s 2

Fuente de Consulta: Polilibro

Todo el material esta digitalizado y lo puede descargar el estudiante. Se muestra como ejemplo
en la figura 11, la forma como se despliega el titulo del ejercicio que se encuentra en pdf y puede ser
descargado por el estudiante.

Figura 11 Pantalla que presenta las listas de ejercicios que se pueden descargar

®

Listas de Ejercicios de la Unidad |

B‘ 11 Area bajo la curva -
o™-..

Lista de ejercicios de la leccion 11

B3 12 integrat definida +
=

Fuente de Consulta: Polilibro

3.3.4. Fase 4 Pruebas

Una vez que se program0 el polilibro, se ingresa a él con la siguiente direccion electrénica:
https://polilibrocalculo.com/. Teniendo eso en cuenta, se verificd que todos los vinculos dentro de la
pagina llevaran al lugar especificado, ademas de que todo cargara y se visualizara apropiadamente en
dispositivos moviles y de escritorio. Habiendo hecho las pruebas de software pertinentes, se les presentd
este recurso a los alumnos, y se observé que estos ciertamente lo utilizaron en horas extra-clase para
consultar sus dudas, ya que esto se vio reflejado en un aumento en su desempefio y disminucién de dudas
frecuentes.
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3.4. Instrucciones de uso y vista movil

Habiendo planteado como fue el proceso de su elaboracion, en esta seccion se explica como acceder a
este recurso.

En primera instancia es vital contar con un equipo portéatil (tal como un celular o tableta) o de
escritorio que cumpla con las siguientes caracteristicas:

- Acceso a un navegador web y a internet.

- Compatible con navegadores con soporte de JavaScript, tal como Google Chrome, Microsoft
Edge, Mozilla Firefox, Opera, Safari, Brave y demaés, esencialmente cualquier navegador vigente
hoy en dia.

Teniendo acceso a un dispositivo de tales caracteristicas, se ingresa en el enlace mostrado en la
seccion de pruebas del capitulo, esto nos llevara a la pagina principal, donde podemos acceder a la
informacién de cualquiera de las 4 unidades que abarca este polilibro y posteriormente expandir sus
secciones tal como se mencioné anteriormente.

En las figuras 12 y 13 se muestra el polilibro abierto en un teléfono celular, esto para observar la
diferencia de presentacidn con respecto a la version de escritorio que se observa en figuras anteriores,
aunqgue cabe mencionar que el contenido es el mismo independientemente de como luzca.

Figura 12 Polilibro abierto en un celular con su mend contraido

Fuente de Consulta: Polilibro
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Figura 13 Polilibro abierto en un celular con su menu expandido
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Fuente de Consulta: Polilibro
3.5. Comentarios finales del capitulo

Los hallazgos encontrados en el curso de Céalculo Aplicado y expuestos en este capitulo permitieron
reflexionar y presentar los contenidos en el polilibro. Se encontrd similitud a lo planteado por otros
investigadores como lo encontrado por Bezuidenhout y Olivier (2000) referente el calculo de una integral
definida determinada, requiere una concepcién objeto, que permita al estudiante interpretar el limite de
la suma de Riemann, como dicha integral. En sus palabras:

“Esta es una construccion que permite al estudiante pensar en la “integral” como un proceso
limite y, por otro lado, tratar ese tipo de procesos limite como fundamentales para el concepto de

integral. Comprender el significado de folf(t)dt, significa ser capaz de volver al proceso a partir del
cual la concepcion del objeto se origina. (Bezuidenhout & Olivier, 2000, p. 75)

También se encontrd similitud con lo dicho por Orton (1983) en relacion a que las dificultades
de los estudiantes con la comprension de la integracion como el limite de una suma, los estudiantes
pueden calcular el limite cuando es directamente requerido, pero presentan dificultades para identificar
cuando el limite se puede usar para resolver un problema. Ademas, muestran dificultades en el manejo
del algebra necesaria para enfrentar con éxito las cuestiones planteadas, es claro que, para muchos
estudiantes, la introduccion de la integracion se ve oscurecida por la manipulacion algebraica.
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Capitulo 4. Creacion y uso de una pagina web para apoyar el proceso de aprendizaje de topicos de
Célculo Aplicado

Resumen

En este cuarto capitulo se inicia con la revision de la importancia de las herramientas tecnoldgicas en la
educacion y posteriormente se muestra la conformacion de una pagina web que esta integrada por 3 tipos
de recursos: Apuntes de cada tema de las 4 unidades tematicas de la asignatura de Calculo Aplicado,
examenes de opcion multiple para ser respondidos y calificados dentro de la misma herramienta, videos
con clases que han sido grabadas cuando fueron impartidas en linea. El enlace para poder ingresar a la
pagina es: https://drafabiola.com/webaplicado/

4.1. Uso de la tecnologia como apoyo en los procesos de ensefianza y aprendizaje

Los factores principales identificados del uso de la tecnologia en labores académicas se muestran a
continuacion:

La utilizacién de cualquier tecnologia por una persona esta determinada por diferentes variables;
al respecto (Davis, 1989), sugiere que una de ellas son las creencias que se tengan sobre las consecuencias
de su utilizacion, formulando bajo esta idea el modelo de aceptacién de la tecnologia (TAM, por sus
siglas en inglés, Technology Acceptance Model).

El modelo en su formato original sugiere que la actitud o predisposicion que tengamos respecto
de la intencién de uso de una tecnologia esta determinada por dos variables: la utilidad percibida
(Perceived Usefulness) y la facilidad de uso percibida (Perceived Ease of Use). Siendo la primera una
motivacion extrinseca al usuario y definida por el autor del modelo como “la probabilidad subjetiva de
una persona de que, al usar un determinado sistema, mejorard su actuacion en el trabajo” y la segunda el
“grado por el que una persona cree que usar un determinado sistema estara libre de esfuerzo” (Davis,
1989, pag. 320).

Las TIC aportan a la ampliacion de la oferta informativa, creando entornos flexibles para el
aprendizaje, eliminando barreras espaciotemporales, incrementando las modalidades comunicativas,
potenciando escenarios y entornos interactivos, favoreciendo el aprendizaje y autoaprendizaje, creando
opciones de tutoria y facilitando la formacién permanente. Su aplicacién motiva al estudiante al captar
su atencion y lo lleva a ser uno de los motores de su propio aprendizaje. Por lo anterior, es imprescindible
tener un nivel de alfabetizacion digital tanto en docentes como en alumnos, para asegurar el éxito del uso
de las diferentes herramientas de las que se tiene disponibilidad en la era actual (Martelo et al., 2016).

Se pueden tener en cuenta 3 dimensiones de formacion docente: conocimientos y competencias
sobre TIC como recursos didacticos en aulas presenciales y virtuales; conocimientos del curriculo oculto;
y conocimientos de los contextos de la realidad escolar y social.

Al ser las tecnologias herramientas que cambian continuamente, el proceso de capacitacion
docente debe ser también continuo y de renovacion periddica, integrando la tecnologia en su proceso de
formacion, de manera que se asegure su competencia en TIC y asi tener la capacidad de orientar a sus
educandos, al mismo tiempo que se da una construccion y comprension del papel que juegan éstas en la
sociedad actual, facilitando el proceso de ensefianza y beneficiando a los alumnos en la ubicacion de
informacion y dedicacion de tiempo a sus actividades (Liu, Li, & Nan, 2021).

Con base en lo presentado en los parrafos previos uno de los principales objetivos con la creacion
de materiales digitales, que en este capitulo se describe la pagina web, fue que el estudiante tuviera a su
alcance, contenido confiable de la asignatura, presentado en distintos formatos, como lo es, apuntes,
videos, examenes de opcion multiple que al resolverlos sepan cuéles reactivos fueron correctos y cuales
no. Se busca que el espacio y el tiempo no sean una berrera para el estudio, asi como el crear espacios
flexibles para el autoaprendizaje, como es sefialado por Martel et al (2016).
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4.2. Descripcion de la pagina web
Al ingresar aparece en la pantalla la bienvenida al curso como se muestra en la Figura 14. En la parte
superior izquierda aparecen las opciones siguientes: Temas, Exdmenes y Recursos extra. Al darle clic en

temas se despliegan las 4 unidades y el estudiante puede elegir con cual unidad quiere trabajar.

Figura 14 Pantalla de inicio

ESCOM O

BIENVENIDOS

'MATEMATICAS

Fuente de Consulta: Pagina Web (Ruiz, 2021)

Una vez que se elige la unidad, se presentan los temas, por ejemplo, se puede elegir la unidad 3
y se muestran 4 imagenes correspondientes a los 4 temas que abarca esta unidad, como aparece en las
figuras 15 y 16 Los apuntes se encuentran en formato pdf.

Es importante sefialar que al iniciar un tema se hace un breve recordatorio de lo que es requerido
y ha visto previamente. Se presentan problemas con distinto grado de dificultad (basicos, intermedios y
avanzados) para que el estudiante tenga distintas opciones y se acople al nivel en el que se encuentra.
También los problemas se resuelven empleando los diferentes registros de representacion como el
grafico, tabular y algebraico, lo que ayuda al estudiante a construir los conceptos de una forma mas
completa, como es sefialado por Duval (2006).

Figura 15 Temas de la Unidad 3 de la Unidad de Aprendizaje de Célculo Aplicado

Bienvenidos a los temas de la unidad 3

SUCESIONES SERIES ESPECIALES SERIES DE TERMINOS
POSITIVOS

Manual para entender sucesionas Manual para entender senes

espociales Manual para entender seties de
mm e FeEe

Fuente de Consulta: Pagina Web (Ruiz, 2021)
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Figura 16 Apuntes de un tema de la Unidad 3

SERIES ALTERNANTES Y LOS
TIPOS DE CONVERGENCIA
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m

Fuente de Consulta: Pagina Web (Ruiz, 2021)

En la opcidn de exdmenes también se despliegan las 4 unidades y se elige de cuél se desea resolver
un examen. Por ejemplo, si se elige la Unidad 1 se tienen 3 examenes para resolver como se muestra en
la Figura 17.

Figura 17 Seccidn de examenes

Bienvenidos a los examenes de la unidad 1

EXAMEN 01 EXAMEN 02 EXAMEN 03

Fuente de Consulta: Pagina Web (Ruiz, 2021)

El contenido de los 3 es el mismo, los reactivos son diferentes. Al darle clic en el boton de
comenzar apareceran en la pantalla los reactivos con las opciones de respuesta para elegir (Figura 18).
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Figura 18 Temas de los examenes de la Unidad 1

EXAMEN 01 EXAMEN 02 EXAMEN 03
*Area bajo una curva {Utilizando las *Area bajo una curva (Utilizando las *Area bajo una curva (Utilizando las
sumas de Rierman) sumas de Riemman) sumas de Rliemman)
*Integral Definida *Integral Definida. *Integral Definida.
“Teorema Fundamental del Calculo “Teorema Fundamental de! Calculo. “Teorema Fundamenta! del Calculo,
*Integracion Numernca, *Integracion Numerica *Integracion Numerica
*Area entre Curvas, *Area entre Curvas. *Area entre Curvas
*Solidos de Revolucion, *Selidos de Revolucion *Solidos de Revelucion
*“Volumenes por secciones *Volumenes por secciones “Volumenes por secciones
!'nn',\'vrmlc!. ‘l.’rl‘i\/("Shll,"- !r.inw'w',.ale_"-.
*Longitud de Arco, “Longitud de Arco ‘Longitud de Arco

COMENZAR COMENZAR COMENZAR

Fuente de Consulta: Pagina Web (Ruiz, 2021)

Ejemplos de reactivos se muestran en la Figura 19

Figura 19 Ejemplos de reactivos de un examen

ESCOM  Inwo

EXAMEN 1

1.-Encuentre el area bajo la curva para la funcion f(x)=x?+6x+3 en el intervalo [-1,2] mediante Sumas de Riemman.
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2.- Evalte la siguiente integral definida usando la definicion:

/3( 2x2- 3x+5)

1
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T,
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3.-Integre por el metodo del trapecio conn = 6:

Fuente de Consulta: Pagina Web (Ruiz, 2021)

Al dar clic en la opcidn de Recursos extra se despliegan videos de las clases grabadas de las 4
unidades que tiene el programa del curso de Célculo Aplicado (ver Figura 20).
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Figura 20 Imagen con las opciones para descargar los videos de la unidad 1

ESCOM
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Fuente de Consulta: Pagina Web (Ruiz, 2021)

En esta seccion se encuentran videos de todos los temas de la Unidad de Aprendizaje de Célculo
Aplicado. Por ejemplo, en la figura 21 se muestra la captura de pantalla de la clase en linea en la que se
abordd lo referente a sumas de Riemann.

Figura 21 Ejemplo de actividad durante la clase en linea

Determinacion de areas con Sumas de Riemann
Ejemplo 1
Hallar el drea de la regidn entre la pardbola 3 = x* v el gge x en el mtervalo I"..‘I

%) Arew por excese (emphve 4 cectangubes, vav s snsentade § al final geseralics)

b) Aves por defectn cnnpler 4 rectamgulon, vays asmentads v ol fosl gemeralior

Fuente de Consulta: Pagina Web (Ruiz, 2021)

En la figura 22 se muestra la imagen que corresponde a la resolucion de un ejercicio en el que se pedia
obtener el &rea haciendo uso de sumas de Riemann y en la figura 23 se aprecia que se esta trabajando
mediante el uso de excel para la obtencidn de areas de los rectangulos formados debajo de la curva.
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Figura 22 Ejemplo de actividad durante la clase en linea

Ejercicio 1

* Hallar el drea de la funcion f{x) = x* — bx en el Intervalo [0,3)

* Solucion
* Utilicemos la formula del limite de las sumasde Riemman

.

Fuente de Consulta: Pagina Web (Ruiz, 2021)

Figura 23 Ejemplo de actividad durante la clase en linea

Lanihes Rome

Fuente de Consulta: Pagina Web (Ruiz, 2021)

Los apuntes tienen la formalidad requerida por el nivel universitario, pero las explicaciones que
se dan representan una guia para el estudiante.

4.3. Comentarios finales del capitulo

Esta pagina web fue construida atendiendo las necesidades de los estudiantes y constituye un recurso
educativo digital mas para apoyarlos en sus procesos de ensefianza y aprendizaje.
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Capitulo 5. Acciones basadas en la gamificacion y construccién de un videojuego para repasar
temas de Aritmética, Algebray Calculo

Resumen

En este capitulo se aborda lo referente a la creacion de un videojuego con la finalidad de que el estudiante
practique ejercicios de Aritmética, Algebra y Calculo, ya que también es necesaria la destreza operatoria,
procurando mejorar la motivacion del estudiante, por lo que primero es importante hacer un recorrido
por lo sefialado en distintos estudios.

5.1. Vinculo de la tecnologia con la motivacion

Varios autores sostienen que la incorporacion de la tecnologia esta marcada por la motivacion que el
sujeto o esa tecnologia generen (Cevallos, Lucas, Paredes, & Tomalg, 2019; Batista, Galvez, & Hinojosa,
2010). En esta direccion (Lorduy & Naranjo, 2020) sostienen que existe una relacion positiva entre la
motivacion generada por el alumnado frente a una estrategia pedagdgica y los resultados de su
aprendizaje. Por esto, se considera de vital importancia el uso de estrategias pedagdgicas que motiven en
el alumno el interés por su aprendizaje (Chasi & Lara, 2018). Sin embargo, esta relacion entre el factor
motivacional por el uso de las TIC y los demas resultados de los procesos de la ensefianza y el aprendizaje
no siempre es clara, dado que estos son procesos complejos que involucran diversos aspectos tanto del
que aprende y del que ensefia como del contexto en el que se dan estos procesos (Williams, Lutz,
Hampton, Matusovich, & Lee, 2016).

Los videojuegos que vemos en el mercado han sido creados para entretener al usuario, no tienen
el proposito especifico de educar, a pesar de ello, se requiere que el jugador tenga habilidades que le
permitan vencer los retos o desafios que presentan.

Las habilidades que en general los videojuegos comerciales desarrollan son: toma de decisiones,
comunicacion, adaptabilidad, analisis de informacion, discriminacion de informacion, entre otras. Por lo
que respecta a la diversion y entretenimiento que dan los videojuegos a los usuarios, estos provienen de
dos factores, uno que es el vencer los desafios propuestos y otro el aprender para poder avanzar en el
juego. Tomando estos dos elementos de los videojuegos, ademas de la motivacién que produce en el
usuario para que éste continue en él, se disefi0 y desarrollé el videojuego al que se le llam6é Matema’s
World y que a continuacion se describe.

El jugador es el protagonista de la historia y esta representado por un joven estudiante de
universidad gue al quedarse dormido estudiando para su examen de Célculo, tiene un suefio a través del
cual aparece en el castillo del reino llamado Matema, un lugar pacifico, donde habitan los matematicos
mas brillantes que hay a los que se les conoce con el nombre de archimagos, ademas de que todos sus
habitantes disfrutan de resolver problemas o preguntas que involucren matematicas. EI nombre del
protagonista es Yun, quien al ingresar al castillo tiene un periodo de practica con los archimagos, quienes
le explican distintas formas para resolver problemas de Célculo, de Aritmética y de Algebra. Sin
embargo, al poco tiempo de su llegada, se presenta un hechicero de nombre Madics, el cual lanza un
hechizo a todos los habitantes, desterrando a los archimagos del reino, provocando que la gente usara sus
amadas matematicas para el mal e invadir otros reinos, s6lo aquellos no oriundos del reino no fueron
afectados por el hechizo, por lo que recae en manos del jugador salvar a todos los habitantes del reino y
rescatar a los archimagos, con aliados que ira descubriendo en el camino, quienes le proporcionaran la
teoria que debe estudiar para resolver los problemas que se le vayan presentando.

5.2. Videojuego Matema’s World

Para su construccion primero se requirio definir el proposito del videojuego, el cual es apoyar al
estudiante en su practica de resolver problemas de aritmética, algebra y calculo a través de la formulacion
de preguntas y de apoyos o pistas que se le proporcionen, todo ello se desarrolla a través de una historia
que permite al estudiante involucrarse en el mundo de las matematicas, explotando la fantasia, ya que la
mision del juego es salvar a los magos matematicos que fueron extraidos del castillo donde habitan. El
estudiante se sumerge en un mundo en el que requiere de habilidades matematicas para rescatar a los
magos matematicos.
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Para la construccion del videojuego se siguieron los principios de la metodologia Scrumban
(reuniones frecuentes del equipo de trabajo y utilizacion de un tablero grafico para la gestion de tareas),
y en general se siguieron las etapas basicas empleadas en el desarrollo de todo software: analisis, disefio,
desarrollo y pruebas. Dichas etapas se detallan en las secciones siguientes de este capitulo.

5.2.1 Anélisis

En la etapa de Analisis se realizd la toma de requerimientos mediante la consulta del usuario final del
videojuego, estudiantes de nivel medio y superior, esto tomando una muestra de 130 alumnos a quienes
se les aplicd una encuesta para conocer las preferencias que tienen en cuestion de videojuegos. Con base
en los resultados arrojados se determing el disefio que debia considerar el videojuego.

En la tabla 14, se muestran las preguntas, las opciones de respuesta y los porcentajes obtenidos
de la encuesta aplicada a la muestra de estudiantes.

Tabla 14 items del cuestionario y porcentajes

Iitem Opciones de respuesta Porcentaje
por respuesta
1. Juegas videojuegos a) Mucho 30%
b) Regular 40%
c¢) Poco 20%
d) Nada 10%
2. ¢Qué tipo de | a) Accion: de lucha y peleas. Basados en ejercicios de repeticion (por 20%

videojuegos te gusta jugar? | ejemplo, pulsar un botén para que el personaje ejecute una accion).

b) Arcade: plataformas, laberintos, aventuras. El usuario debe superar 40%
pantallas para seguir jugando. Imponen un ritmo rapido y requieren
tiempos de reaccion minimos

c) Deportivo: fatbol, tenis, baloncesto y conduccion. Recrean diversos 3%
deportes. Requieren habilidad, rapidez y precisién

d) Estrategia: aventuras, rol, juegos de guerra...Consisten en trazar una 37%
estrategia para superar al contrincante. Exigen concentracién, saber
administrar recursos, pensar y definir estrategias.

3. ¢Te gusta que el | a) Mucho 40%
videojuego  tenga  una | b) Regular 30%
historia? c) Poco 20%
d) Nada 10%
4. ¢Qué tipo de historias te | a) Epicas 80%
gustan en los videojuegos? | b) Mitol6gicas 80%
c) Detectivescas 20%
d) Policiacas 20%
5. ¢(Qué te atrae de los | a) Las misiones 95%
videojuegos? b) Los logros 80%
c) Las puntuaciones 80%
d) El poder competir 70%

Fuente de Consulta: Creacion Propia

Con base en los resultados obtenidos de la encuesta aplicada, se decidié hacer un videojuego tipo
Arcade, es decir, que el usuario debe vencer retos e ir pasando de una pantalla a otra, lo cual seria a través
de la resolucion de ejercicios, problemas y preguntas de las areas de Aritmetica, Algebra y Calculo.

También, de acuerdo con las preferencias de los estudiantes el videojuego tendria una historia
desarrollada en una época épica, es decir, un ambiente donde hay castillos y caballeros que libran batallas.
Gracias a lo anterior surgio el concepto principal del juego, un entorno pixel art 2D donde un estudiante
universitario que termina en un mundo medieval lleno de magia basada en matematicas, donde debe
librar una variedad de batallas y explorar el mundo para llegar al final de la historia.
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Para el reforzamiento matematico se hace uso de ciertos componentes de la gamificacion, tal
como un sistema de recompensas y castigos al jugador, competitividad basada en puntuacién, una
narrativa atrapante, etc. Los ejercicios matematicos se presentan en las batallas empleando preguntas de
opcion multiple, con la puntuacién y dafio causado al oponente cambiando correspondientemente. El
sistema de puntuacion esta basado en el tiempo de respuesta del jugador al resolver los problemas, esto
para medir el desempefio, de esta manera se busca fomentar la competitividad, permitiendo al estudiante
llevar un registro del progreso de su puntuacion.

5.2.2. Disefio

En esta etapa se desarrollo la historia, los personajes, escenarios donde se desenvolverian, objetos,
misiones, eventos y mecanicas del juego, esto ademas de realizar el disefio de la parte del software, tal
como el diagrama de clases (ya que el juego fue desarrollado con un lenguaje orientado a objetos) y el
de la base de datos, ademas de funciones para cada tarea que posteriormente fueron programadas. En
esta seccion se muestra el disefio de los elementos del juego basandose en principios gamificados.

5.2.2.1. Historia del videojuego

En la actualidad, en alguna universidad del pais, un chico llamado Yun estd tomando clase muy
tranquilamente, sin tomarle mucha importancia como siempre, cuando de repente su profesor anuncia
que al dia siguiente tendran un examen que valdria la mayor parte de la calificacion de la materia, esto
preocupa a Yun, asi que una vez termina su clase, decide irse directo a casa.

Yun pasa toda la tarde estudiando, eventualmente llega la noche, y hay libros acumulados frente
a €l en el escritorio de su habitacion, se encuentra abrumado y sin entender mucho de sus libros, Yun va
quedandose dormido poco a poco sin darse cuenta.

Al despertar, Yun se encuentra en un pueblo con gente vestida de forma medieval y un castillo a
la cercania, ademas de que él mismo tiene un atuendo peculiar, similar al de un brujo, él se encuentra
confundido, lo ultimo que recuerda es haber estado estudiando matematicas, pero no recuerda donde ni
cémo llegd a este pueblo, entonces una persona se le acerca, un archimago llamado Fermad, el cual le
dice que no es momento de no hacer nada y que vuelva al castillo para seguir practicando, como todo un
hechicero del reino Matema. Yun seguia confundido, sin embargo, accede a ir con Fermad. Una vez en
el castillo, Yun se encuentra con otros archimagos, Pitagoran, Euclid, Albtein y Leibed, los cuales le dan
una calida bienvenida y se refieren a él como su aprendiz, entonces Yun les comenta que no recuerda
nada méas que haber estado estudiando matemaéticas, a lo cual ellos le responden que seguramente utilizd
un hechizo de un nivel demasiado alto para él y esto le ocasion6 amnesia, explicacion que Yun acepta ya
que le parece bastante légico y acorde a lo que esta viviendo.

Yun junto a sus maestros empiezan a trabajar sobre los hechizos, por lo que se baten en duelos de
magia de practica, donde le recuerdan a Yun las dinamicas de como hacer magia y sus distintos usos,
ademas de como utilizar ciertos objetos para poder potenciarla o potenciarse €l mismo. Después de un
rato de practica, le dan un collar para que lo traiga siempre con €l y le dicen acerca de un hechizo especial
que debe hacer si alguna vez esta en problemas, ademas le dicen que vaya un rato al pueblo a despejarse
y que vuelva mas tarde. Al estar en el pueblo, Yun decide hablar con sus habitantes para conocerlos
mejor (mercaderes, hechiceros, campesinos, etc) y ver si logra recordar algo (infructuosamente). Una vez
que termina de explorar, vuelve al castillo para descansar hasta al dia siguiente.

En medio de la noche, Yun se despierta por ruidos muy fuertes que parecian rayos de tormenta,
al bajar de su habitacion, se da cuenta que los archimagos no estan en sus habitaciones y decide salir del
castillo a buscarlos en el pueblo, en ese momento ve a sus maestros peleando con un hechicero misterioso,
en ese instante se da cuenta que todo el ruido provenia de esa batalla, entonces, en un abrir y cerrar de
ojos el hechicero misterioso hace algo que provoca que el cielo se torne negro y hay un gran destello de
luz que deja inconsciente a Yun.
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Cuando Yun vuelve en si, se da cuenta que ya es de dia, él estaba enormemente preocupado y
confundido por lo que empieza a preguntarle a la gente del pueblo que ha ocurrido, todo mundo le dice
lo mismo, que los archimagos y todos los hechiceros del pueblo han desaparecido, ademas de que el
castillo ahora est& rodeado con una barrera magica que impide el acceso. Yun no sabe qué hacer, pero en
ese instante recuerda el hechizo que le ensefiaron sus maestros y decide intentarlo, revereto pronuncio,
en ese momento, el collar que le habian dado comenzd a brillar y él tuvo una especie de vision donde vio
a Pitagoran atrapado en una celda en un lugar frondoso y a Euclid en un lugar rocoso y nevado, ambos
considerablemente debilitados. Una vez tuvo esa revelacion, el collar se tornd totalmente opaco, pero
ahora Yun sabia qué hacer, encontrar a sus maestros para averiguar que habia sucedido la noche anterior
y averiguar también cémo salvarlos de esa situacion, por lo que, decidido, salié del pueblo con nada mas
que los deseos de los aldeanos, ya que él era el Unico hechicero que quedaba.

Acto la parte 1

Al salir del pueblo, Yun decide ir a una pradera cercana a explorar, cuando llega a ella; observa la
naturaleza en todo en su esplendor, sin embargo, se da cuenta de que varios de los hechiceros del pueblo
se encuentran ahi, destruyendo el paisaje y atacando a los animales, cosa que lo confunde demasiado,
por lo que decide intervenir y trata de hacerlos entrar en razén, pero estos responden atacandolo, lo que
deja a Yun sin mas opcién que luchar, empieza la pelea, Yun inseguro de si mismo empieza a sentirse
un poco débil y estd a punto de ser derrotado, en ese instante llega un conejo vestido de forma similar a
un hechicero que lanza un hechizo sobre él para que recupere sus energias, a pesar de que no entiende
que pasa, Yun vuelve a la pelea y derrota a los hechiceros, una vez derrotados, estos parecian haber vuelto
en si, pero antes de que Yun pudiera preguntarles algo, estos misteriosamente desaparecen. Yun decide
preguntarle al conejo que como es que un conejo puede usar magia, el conejo le responde
(telepaticamente) que al igual que los humanaos, ciertas criaturas de cada raza pueden hacer uso de magia,
ademaés de presentarse como Protem y decidir acompafiarlo para asegurarse que la destruccion de la
pradera y areas aledafas se detenga.

Después de explorar un rato la pradera y enfrentarse a otros hechiceros en el trayecto, se encuentra
con un hechicero que desprendia un aura bastante mas siniestra que el resto de los hechiceros que habia
visto hasta ahora, un aura que le recordaba a la del hechicero que vio enfrentarse a sus maestros, ademas
que tenia su rostro cubierto por una capucha, por lo que sin dudarlo decide acercarse a él y tener una
batalla, el hechicero misterioso se sorprende al ver que aln habia un hechicero comportandose con
normalidad, por lo que decide pelear con Yun para remediar esto, Yun inicialmente es abrumado por el
hechicero, pero mientras mas avanza la pelea va ganando terreno, hasta finalmente “derrotarlo”, ya que
después de un rato de pelear, este meramente le dice a Yun que lo vera mas adelante y se teletransporta
a otro lugar, para la frustracion de Yun.

Acto 1b parte 1

Yun decide ir a explorar el area montafiosa cercana al pueblo, al llegar, nota un silencio profundo,
ninguna sefial de vida o algo mas alla del viento, al explorar un poco, se topa con una colina demasiado
alta como para escalar, pero escucha algo proveniente de su interior, por lo que se acerca y para su
sorpresa, al intentar tocar la colina, es succionado por ésta. Al reaccionar, observa a su alrededor una
especie de laboratorio, el cual estaba lleno de alquimistas, quienes se miraban claramente alterados por
su llegada, sin embargo, una alquimista grita a todos que se calmen y se acerca a Yun, introduciéndose
como” Lene”, pidiéndole que explique que hace aqui mientras le apunta con una varita, Yun le cuenta
que esta buscando a sus maestros, los archimagos de Matema, y que solo encontro este lugar de
casualidad. Lene decide creerle, ya que los archimagos eran sus amigos y reconoci6 el collar que Yun
Ilevaba puesto, entonces, le explica que el lugar en donde se encontraban justo ahora era el hogar de los
alquimistas y también la sede de sus experimentos, donde se enfocaban principalmente en crear objetos
para potenciar/mejorar la magia, aunque hace no mucho hubo una revuelta en la que varios alquimistas
se fueron debido a que crearon docenas de quimeras, cosa que era un tabl entre alquimistas, por lo que
decidieron probar sus poderes y creaciones en las montafias, causando un desequilibrio que s6lo puede
corregir un hechicero junto a un alquimista.
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La revuelta de alquimistas en la montafia dejé confundido a Yun, ya que él no habia visto
absolutamente nada en su trayecto, por lo que otro alquimista de nombre Darien, le explica que la
“montafia” en la que habia estado, es meramente una montafa falsa creada para alejar a la gente del
laboratorio, la montafia verdadera es accesible sélo con un objeto especial llamado Mirity, el cual es una
pequefia esfera creada por alquimistas, la cual permite al poseedor teletransportarse a la montafia y a
lugares en los que haya estado previamente.

Es entonces que Yun decide ir a la montafia y lo acompafia Lene, para derrotar a las quimeras y
seguir buscando a sus maestros. Una vez en la montafia real, Yun observa que es similar a la que habia
estado, pero con muchos més caminos y algunos animales, no mucho después, observa a las quimeras
atacando todo indiscriminadamente, por lo que lucha con ellas para calmarlas, aunque “para su sorpresa”,
estas, mas alla de su fuerza bruta, podian usar hechizos. Un rato después de explorar y batallar con las
quimeras y uno que otro alquimista deseoso de probar sus poderes, Yun y Lene llegan al final de la
montafa, a la entrada del area nevada, sin embargo, antes de cruzar, una quimera mucho méas grande que
todas las anteriores se posa ante ellos, atacandolos, por lo que inicia la pelea, aunque Yun y Lene notaron
algo raro en esta quimera ademas de su tamafio, aunque no sabian el que, después de una dificil batalla,
Yun derrota a la quimera con ayuda de la alquimia de soporte de Lene, al caer la quimera, esta se rodea
de un humo misterioso y cuando finalmente se disipa, Yun y Lene entran en shock, ya que ante ellos
ahora estaba Leibed inconsciente, por lo que sin pensarlo dos veces lo llevan consigo al laboratorio.

Interrupcion

Al recorrer la pradera y la montafa, Yun decide volver al pueblo para reabastecerse de objetos, pero al
volver ahi, un habitante del pueblo le menciona que ya casi es tiempo de su prueba, esto confunde a Yun,
pero repentinamente despierta en la realidad y ahora se encuentra de nuevo en su habitacion, alrededor
de las 2 a.m, dandose cuenta de que se qued6 dormido y no ha estudiado casi nada, por lo que vuelve a
estudiar inmediatamente y después de un rato, vuelve a quedarse dormido sin notarlo. Puede que, si su
corazon lo desea lo suficiente, Yun pueda volver a continuar con su aventura en Matema.

5.2.2.2. Descripcion de objetos y misiones opcionales

Las siguientes descripciones fueron provistas al artista del videojuego junto a imégenes de referencia
tomadas de internet para que los disefiara en formato de pixel art posteriormente, y para que las
descripciones fueran utilizadas dentro del juego en el caso de los objetos, mientras que la descripcion de
las misiones sirvio para que pudieran ser programadas adecuadamente.

Consumibles:

— Jugo del saber: Un pequefio jugo concentrado de frutas de tonalidad rojiza, permite recuperar
20% de vitalidad, vendido por todo mercader (40).

— Licuado del conocimiento: Licuado elaborado con esencia magica y alubias, recupera 40% de
vitalidad, lo vende la mayoria de mercaderes de fuera del pueblo, su elaboracién se da gracias a
la gente gato cuya cola tiene forma de pico.

- Probus vitalae: Un brebaje hecho por alquimistas, recupera un 70% de vitalidad, o si llegas a tener
suerte, recupera toda tu vitalidad.

- Libro potenciador: Un libro que permite a aquel que lo lea, aumentar temporalmente su poder
ofensivo en un 30%, no es muy comun entre mercaderes.

— Pergamino calculado: Este pergamino es vendido por mercaderes en areas montafiosas, permite
aumentar temporalmente el poder de defensa en un 30% al usarlo.

— Manzana erratica: Un intento fallido de alquimistas por hacer una manzana potenciadora, se
encuentran esparcidas en algunas partes del reino, aungue se dice que los mercaderes maestros la
ofrecen en venta, resta 20% a la vitalidad de su objetivo.
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- Libro prohibido: Hace mucho se dice que se invento un libro el cual contenia un poder demasiado
tentador para los hechiceros, por lo que se le dio a resguardar a un mercader legendario, por lo
que sélo hay una copia en existencia, sube permanentemente en 30% el ataque y defensa del que
use su poder.

- Miritri: Esfera que teletransporta a lugares conocidos y a la montafia creada por los alquimistas
hace mucho tiempo, generalmente es de un color claro, aunque se dice que de ser corrompida esta
se tornara oscura.

- Collar protector: Un collar especial de cuarzo infundido por magia protectora dado al
protagonista, su finalidad es protegerlo de maldiciones y guiarlo cuando se encuentre perdido.

- Esencia animal: Una especie de esfera que permite a aquel que la posea sentir a los animales en
su cercania, es casi como una burbuja en el cual se puede ver la pradera, o al menos, un lugar
donde abunda la naturaleza.

- Qirk: Una pequefa pirdmide que luce casi celestial, contiene una pequefia parte del ndcleo del
bosque, sirve para que aquel que la porte transmita un aura que le permita al bosque y sus
habitantes saber que no es una amenaza para ellos, aunque claramente solo funciona si el portador
es el adecuado.

- Nieve eterna: Copo de nieve de la antigua sede de los alquimistas, debido a su constante
exposicion a la alquimia, este adquiri6 la peculiaridad de nunca derretirse, razén por la cual se
decidid usar este tipo de nieve como llave para un lugar oculto en algan lugar del reino.

Misiones opcionales:

- Acumulativas(A): Son aquellas que daran ciertos npcs, consisten en derrotar enemigos, hacer
cierta cantidad de ciertos ataques, entre otros objetivos, sus recompensas son objetos consumibles,
dinero o experiencia para el jugador.

- Historia(H): Involucra seguir una serie de objetivos, durante el desarrollo de estas habra
pequefias historias a seguir, sus recompensas, ademas de las mismas de las misiones
acumulativas, consistiran en atuendos para el jugador y compafieros.

Disponibles después del prélogo:

- “Por favor, jsalva a mi Sed!” (H): Una madre en el pueblo pide ayuda al protagonista para

encontrar a su pequefio hijo, el cual habia ido al bosque el dia del ataque a Matema, pero no ha
vuelto, por lo que esta preocupada de que algo pueda haberle pasado.
Eventualmente el protagonista encuentra a un nifio perdido en el bosque, cuando se le acerca y
descubre que es Sed, un hechicero repentinamente lo ataca, por lo que después de derrotarlo, Sed
le dice que habia ido a buscar bayas, pero escuché un trueno que lo asusté e hizo que corriera
hasta perderse. Posteriormente Yun lo lleva de regreso con su madre y esta le agradece.

Recompensa: Jugo del saber x1, Exp:50.

— “{Ayadame a reabrir la tienda!” (H): El mercader del pueblo le cuenta a Yun que debido a los
fuertes rayos la noche del ataque, su asistente Naoya escapd, debido a que es una persona gato y
es susceptible a ruidos fuertes, y lo mismo les paso a sus comparieros mercaderes de la montafia
y pradera, por lo que le pide su ayuda para encontrar a Naoya y a los otros dos gatos, ya que,
gracias a su peculiar cola en forma de pico, ellos pueden crear y mezclar los productos de su
tienda.
Yun encuentra a Naoya en la pradera, oculto entre algunos arbustos, por lo que lo tranquiliza y
devuelve al pueblo, el mercader le agradece y le dice que ahora puede ofrecer sus productos de
nuevo.

Recompensa: La tienda del pueblo sera utilizable, licuado del conocimiento x1, Exp:100.
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— “Recupera a los hechiceros” (A): Un habitante del pueblo le pedira al protagonista que derrote
cierta cantidad de enemigos hechiceros para que vuelvan a ser como antes.
— I: Se pedira derrotar 10 hechiceros.
Recompensa: Licuado del conocimiento y jugo del saber x2.
— 1I: Derrotar 25 hechiceros.
Recompensa: Licuado del conocimiento y jugo del saber x4.
— I1I: Derrotar 50 hechiceros.
Recompensa: Licuado del conocimiento y jugo del saber x8.
Una vez completadas las 3, el habitante se lo agradece a Yun.

Recompensa: Libro potenciador x2.

- “La busqueda milenaria” (H): En algun lugar de la pradera, hay un anciano de vestimenta curiosa
que siempre pasa su tiempo con los animales a su alrededor, cuando Yun se percata de él y se
acerca para hablar, éste se presenta como Radfiel y le dice que desde siempre ha preferido estar
en compafiia de animales, pero que siempre tuvo el suefio de conocer a los rumorados animales
magicos, criaturas de fantasia cuya misma existencia es un misterio, cosa que por avanzada edad
ya no puede hacer, por lo que le pide a Yun salir en la busqueda de estos y una vez los encuentre,
contarle todo de ellos, por lo que Yun decide ayudarlo. (El objeto “esencia animal” facilita esta
mision).

Eventualmente, Yun encuentra a los animales magicos en distintos lugares, a un ciervo claro
como el hielo cerca de la antigua sede de los alquimistas, a un trio de aves mégicas en lo profundo
del bosque, un zorro magico cerca del actual laboratorio alquimista, una mariposa especial
rondando en un camino oculto del area nevada y finalmente una vaca de cristal en un claro del
bosque.

Una vez que hubiere encontrado a todos los animales, Yun vuelve con Radfiel y se los describe
a detalle, Radfiel se pone muy contento y se lo agradece totalmente, y le pide a Yun cerrar los
0jos por un momento, al hacerlo, nota una luz muy brillante, por lo que abre sus 0jos nuevamente,
y ante él ahora estaria un dragon bebé de color rojo, Yun esta algo confundido con lo acontecido,
aungue asume que Radfiel uso su Gltima energia vital para traer este mitico animal al mundo, lo
que ocurrira al haberse concretado todos sus suefios humanos.

Recompensa: Acompariante dragén rojizo y Exp:500.
Disponibles al completar “;Ayudame a reabrir la tienda”:

- “;Ayadame a reabrir la tienda en la pradera!” (H): El mercader de la pradera perdi6 a su ayudante
Vauf, por lo que depende de Yun ayudarlo.
Yun encuentra a Vauf oculto en el pueblo de las hadas, por lo que lo tranquiliza y devuelve a la
pradera, el mercader le agradece y le dice que ahora puede ofrecer sus productos de nuevo.
Recompensa: La tienda de la pradera sera utilizable, Licuado del conocimiento x1, Exp:100.

— “;Ayadame a reabrir la tienda en la montafia!” (H): El mercader de la montafia perdio a su
ayudante Yoko por lo que depende de Yun ayudarlo.
Yun encuentra a Vauf en una parte de la montafia real, por lo que lo tranquiliza y devuelve a la
montafia fachada, el mercader le agradece y le dice que ahora puede ofrecer sus productos de
nuevo.

Recompensa: La tienda de la montafia sera utilizable, Licuado del conocimiento x1, Exp:100.
Disponible al reabrir las tres tiendas:

- “La busqueda de los maestros”: El mercader (el Gltimo que Yun haya ayudado) le habla a Yun
acerca de los cinco mercaderes maestros, los cuales son mercaderes con enorme experiencia que
solo atienden clientes por recomendacion de todos los mercaderes comunes, nadie sabe
exactamente donde se localizan, pero se dice que sus productos son de la mas alta calidad, por lo
que después de decirle a Yun que ha sido recomendado, Yun decide ir en su busqueda.
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El primer maestro se encuentra dentro del laboratorio alquimista, otro cerca del ntcleo del bosque,
en un area que esta siempre bloqueada por el mismo bosque, otro en un area oculta de la pradera,
uno mas oculto a plena vista en el pueblo de Matema, y el ultimo se encuentra en el camino
secreto del area nevada. Qirk necesario para completar la mision.

Al encontrar a cada uno, estos le ofrecen sus productos a Yun, al encontrarlos a todos e
informérselo al mercader que le hablé de ellos, este lo felicita por su gran constancia.

Recompensa: Exp: 500, Pergamino x4 y Libro potenciador x4.
Disponible al completar “La bisqueda de los maestros”:

— “iEl alusivo mercader milenario!” (H): El mercader maestro (el ultimo que Yun haya encontrado),
le habla acerca del mercader legendario, el cual posee un objeto Unico que vendera a aquél que
lo encuentre y demuestre ser alguien de gran valia, por lo que nuevamente, Yun decide ir en
busqueda de este.

Enalgun punto de su viaje, Yun encuentra en la pradera una especie de edificio con puerta sellada,
pero la nieve eterna que llevaba con él empieza a brillar y la puerta se abre ante él, dentro habia
una especie de pequefia ciudad en ruinas, y en el fondo de ésta, un hombre gato. Yun se acerca,
y le pregunta si es el mercader milenario, a lo que el responde afirmativamente, por lo que lo
reconoce como alguien digno al que le puede vender sus productos.

Al volver con el mercader maestro y contarle su experiencia, éste felicita enormemente a Yun y
le dice que encontro al mercader definitivo.

Recompensa: Exp: 500, Aurelio x1000 y Manzana erratica x2.
Disponible al completar la seccion de la pradera:

- “Investiga la desaparicion de animales” (H): Un habitante de la pradera le comenta a Yun que ha
notado que algunos animales pasan por cierto lugar de la pradera y subitamente se esfuman, pero
que cuando pasa por ahi, no ocurre nada extrafio, por lo que lo incita a investigar.

Al haber derrotado a por lo menos 10 hechiceros, Yun siente ahora una especie de presencia por
el lugar donde le dijo el sujeto, decide cerrar sus ojos, y al abrirlos, ahora estaba en un lugar
distinto de la pradera, en un lago, y ante €l estaba una rana con corona y algunos animales. La
rana subitamente empieza a hablar y se presenta como el gran rey rana, ademas de mostrar
sorpresa por el hecho de gque un humano haya podido llegar aqui, ya que este es el lago sagrado,
alcanzable s6lo por aquellos en armonia con la naturaleza y el conocimiento. Después de charlar
un rato, el rey rana le muestra la manera en que puede entrar y salir libremente del lago, por lo
que Yun se despide.

Finalmente, Yun le cuenta lo sucedido al habitante de la pradera, aungue claro, no le dice la forma
de entrar al lago escondido ya que el rey rana le pidié que lo mantuviera en secreto por el bien de
los animales y de su supuesto reino.

Recompensa: Exp: 420, Aurelio x1000 y Color verde rana para el traje.
Disponible al completar la seccion del bosque:

— “Quiero ver como han avanzado los humanos”: Yun regresa al bosque, especificamente al pueblo
de las hadas, para ver como se encuentra Istic después de lo sucedido, éste le dice a Yun que se
esta recuperando poco a poco Y le explica un poco de como surgieron las hadas, ademas de como
le preocupa que aun existan humanos con tanta maldad, pero hasta cierto punto le da alivio ver
que por otro parte, existen humanos como él, por lo que le pide que le muestre su fuerza mediante
una pelea magica, Yun queda algo confundido pero accede.

La pelea tiene las siguientes condiciones:
— Lavida de ninguno se reduce.
— Lapeleadura 10 turnos.
— El jugador debe acertar por lo menos 8 ataques ofensivos para que la mision termine
satisfactoriamente, en caso de no hacerlo, Istic estara decepcionado y le pedira al jugador
que vuelva cuando esté verdaderamente listo.
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Después de la pelea, Istic queda satisfecho y le agradece a Yun por mostrarle la valia humana,
invitandolo a visitarlos mas seguido, ya que ahora no sélo el bosque lo acepta, sino que el mismo
rey hada y su gente ya lo aceptan sin dudar también.

Disponibles al entrar en el laboratorio de la montafia:

- “iDerrota a las quimeras!” (A): Un alquimista dentro del laboratorio busca derrotar a las
aberraciones de sus comparieros, por lo que busca que Yun derrote cierta cantidad de quimeras.
— |: Se pedira derrotar 10 quimeras.
Recompensa: Probus vitalae y Aurelio x100.
— 1I: Derrotar 25 quimeras.
Recompensa: Probus vitalae y Aurelio x200.
[11: Derrotar 50 quimeras.
Recompensa: Probus vitalae y Aurelio x400.
Una vez completadas las 3, el alquimista se lo agradece a Yun.

Recompensa: Manzana erratica.

- “No quisiera, pero...” (A): Un alquimista dentro del laboratorio busca derrotar algunos de los
alquimistas renegados, con el fin de que entren en razén, por lo que le pide ayuda a Yun.
— |: Se pedira derrotar 10 alquimistas renegados.
Recompensa: Pergamino y Aurelio x100.
— 1I: Derrotar 25 alquimistas renegados.
Recompensa: Pergamino y Aurelio x200.
[11: Derrotar 50 alquimistas renegados.
Recompensa: Pergamino y Aurelio x400.
Una vez completadas las 3, el alquimista se lo agradece a Yun.

Recompensa: Libro potenciador x2.
Disponible al completar el area nevada:

- “El gran maestre” (H): Después de resolver el asunto de los alquimistas, Yun vuelve al laboratorio
y se encuentra con Lene, la cual le dice que ahora que todo se ha calmado le gustaria contarle
todo a Gal, el alquimista mas longevo en el reino, aunque nadie sabe donde esta desde que se fue
de viaje en busca de algo, debido a que ella estd ocupada vigilando que todo vuelva a la
normalidad, le pide a Yun que lo busque por ella, diciendo que lo reconocera en cuanto lo vea.
En determinado momento de su viaje, Yun encuentra a un anciano diciendo cosas sin sentido en
el pueblo, aunque siente curiosidad por €l por lo que decide acercarse, una vez se acerca, piensa
que tal vez es Gal, ya que todo lo que dice se puede interpretar con cierta relacion a la naturaleza
alquimista, por lo que le llama por su nombre y ciertamente era él, por lo que le dice que tiene
algo que decirle y le cuenta todo lo que sucedio con los alquimistas, Gal se limita a decirle “Todo
seguin su curso” y sonrie, acto seguido simplemente se va y desaparece de la vista de Yun. Yun
vuelve con Lene y le cuenta que encontrd a Gal y le dijo lo que le pidi6, ademas de considerarlo
alguien bastante excéntrico.

Recompensa: Manzana erratica x3, Color rojo para el traje.
Disponible al completar los actos 1lay 1b:

— “iErudito fuera de control!” (H): Endi, un erudito joven del pueblo se acerca a Yun y le pide
ayuda con un erudito mayor fuera del control, explicandole que de alguna manera logr6 hacer un
hechizo, pero esto ocasion0 que absorbiera la esencia magica de la gente indiscriminadamente y
creciera a un tamafio gigante, ocasionando que su mente se corrompiera en busca de mas esencia
para saciar su apetito, por lo que con su poca consciencia restante huyo al bosque para no dafar
a nadie mas.
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Yun llega al bosque, especificamente al area del nucleo, ahi observa a un monstruo enorme que
repite “Goro quiere mas”, a punto de comerse el nucleo, por lo que Yun deduce que seguramente
es el erudito del que Endi le hablo e inicia una pelea para detenerlo.

En esta pelea, si el jugador intenta curarse con magia, el enemigo sera el que se cure.

Al derrotarlo, Goro expulsa toda la esencia que habia absorbido y vuelve a la normalidad,
sintiendose confundido por la situacién, por lo que Yun lo lleva de vuelto al pueblo con Endi,
este le comenta a Goro lo sucedido. Yun deduce que esto sucedié probablemente debido a que
Goro no estaba listo para asimilar tanto poder de una sola vez, por lo que este promete tener mas
cuidado de ahora en adelante.

Recompensa: Licuado del conocimiento x4, Color azul para el traje y Exp:1000.
Disponible al completar el derrotar al jefe final:

— “Una ultima prueba” (H): Yun va a la sede de los alquimistas a informarles de la derrota de Zaic,
pero al llegar se da cuenta que Darien estaba también ahi, hablando con Lene y los demas
alquimistas, diciendo que no lamentaba lo que habia hecho, sin embargo, ahora era consciente de
que no habia tomado la mejor decision para llevar sus planes acabo, por lo que les pide
reinstaurarse con ellos. Lene no estd muy segura de sus palabras, pero al percatarse de Yun, le
pide que tenga una pelea con Darien y decida si debieran dejarlo reintegrarse, Yun accede e inicia
la pelea.

El nivel y estadisticas de Darien se ajustaran acorde a las de Yun para que sea una pelea justa.
Al terminar la pelea, el ganador es Yun, este le dice a Lene que en esta ocasion pudo sentir un
sentido de justicia/un sentimiento distinto de parte de Darien, por lo que sugiere darle otra
oportunidad, por este Lene decide permitir a Darien volver a los alquimistas, aunque con la
condicion de que empezara con las tareas mas basicas nuevamente, aunque esto molesta a Darien,
también se puede ver que esboza una sonrisa.

Recompensa: Color Negro para el traje, Exp: 5000, Aurelio x3000.
5.2.2.3. Planeacion de los ejercicios que se incluyeron

Se formularon preguntas a las que se les llamaron base que eran una especie de plantilla, estas bases
fueron utilizadas en la etapa de desarrollo para la creacion de una funcién que crea distintos problemas
de diversos valores a partir de estas.

Ejemplo:
La pregunta base es: La derivada/integral de ax® es cx®. Cierto o falso
La pregunta es aleatoriamente derivada o integral.

El 50% de las veces se calculara y mostrara el resultado correcto a partir del “ax®” y el otro 50%
se usaran los valores arbitrarios.

Para obtener el resultado correcto, en el caso de la derivada, se multiplica a*b y al exponente b
se le resta la unidad, como se muestra:

La derivada 4x2 es 8x (4 * 2x2~D = 8x). Cierto
La derivada de 2x es 3x3. Falso

Para obtener la integral se divide a/(b+1) y al exponente b se le suma la unidad, como se muestra:

La integral de 4x? es§x3 (24:
La integral de 2x es 3x°. Falso
La integral de 2x es x2. Cierto

[IP2) (P2

a” y “c” son nimeros entre -100 y 100

x@+D = §x3). Cierto
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“b” y “d” son numeros entre 1 y 15
“x” se muestra tal cual.

También se plantearon preguntas fijas como se muestra a continuacion:
Se seleccionan 3 respuestas del banco (ademas de la correcta) y se ponen en algun orden.

¢ Qué es la notacién cientifica?
Banco de respuestas:

- La forma cientifica de escribir un nimero.

- La forma habitual de escribir un nimero.

- Un método numérico.

- Una manera de evaluar integrales.

- Una parte del método cientifico.

- Una manera de escribir nimeros demasiado pequefios o grandes.
- La manera de escribir resultados de una fraccion.

- Multiplicar un namero por 9 elevado a algo.

¢Cuél es la utilidad de la jerarquia de operadores?
Banco de respuestas:

- Poder derivar correctamente.

- Poder integrar adecuadamente.

- Evaluar correctamente una operacion.
- Resolver rapidamente una operacion.

- Evitar indeterminaciones en limites.

- Hacer multiplicaciones muy grandes.

- Evitar escribir cantidades pequefias.

- Ninguna, es meramente estética.

¢ Qué es una desigualdad?
Banco de respuestas:

- Cuando dos resultados numéricos no son iguales.

- La forma de obtener el maximo de una funcion.

- Una forma de representar fracciones.

- Expresiones expresadas Unicamente por <.

- Expresiones con exponentes muy altos.

— Una proposicion de relacion entre dos expresiones ya sea por desigualdad mayor, menor,
mayor o igual, o bien menor o igual.

- Una proposicién de relacién entre dos nimeros que son diferentes entre si y nunca iguales.

- Un método de factorizacion.

¢Cual es la expresion de la integracion por partes?
Banco de respuestas:

- [ udv

- [ xdx +2

- [ vdu * udv

- fudv=uv - [ vdu
- [uv- [vdu -udv
- [udv= [ vdu —uv
- [vdu = [vdu -uv
- fuv=Judv-v

(Qué se debe cumplir para poder usar L’Hospital?



Banco de respuestas:

- El limite debe poder resolverse.
- El limite debe ser de la forma f(x)/g(x) y tener indeterminacion de % 0 g

- El limite debe ser de la forma f(x)*g(x) y tener indeterminacion de 0*infinito.

— El limite debe ser de la forma f(x)-g(x) y tener indeterminacion de infinito menos infinito.
- El limite debe ser de cantidades muy grandes.

- El limite debe ser de cantidades muy pequefias.

- El limite debe haberse derivado.

- El limite debe haberse integrado.

A continuacion, se muestran ejemplos de preguntas de opcion multiple:
-Resuelve -|(2)%[+2x donde x=-2w y w=5
a)-24 b)20 )24 d)-5
-Resuelve 2512 * 8/24
-Simplifica (2x3y*)3(x3 + y)° / (4xy?)®
-Resuelve -0.25 x + 1.3 =-0.55 x - 0.2
En teoricas se altera el orden de las respuestas fijas.
¢ Qué es la notacion cientifica?
¢Cual es la utilidad de la jerarquia de operadores?
-Elige la notacion cientifica de 0.021203.
-Resuelve la desigualdad -3x + 4 < -8
¢ Qué es una desigualdad?
-Resuelve 30-12/3*2
-Resuelve -[30-(12/(3*2))]
-¢Qué diferencia hay en la grafica de f(x) y f(x+5)?
La derivada/integral de 4x? es 4x%/3. Cierto o falso.
Una expresion se puede derivar o integrar n veces. Cierto o falso.
¢Cual es la expresion de la integracion por partes?
Dos lineas paralelas se cruzaran en algin momento. Cierto o falso.
¢ Qué diferencia hay entre una integral definida y una integral impropia?
Una funcién puede tener mas de un maximo o minimo.
Una funcién puede no tener ninglin maximo y ningn minimo. Cierto o falso.

(a+b)?=a?+b? Cierto o falso.
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5.2.3. Etapa de desarrollo

En esta etapa se llevo a cabo la programacion del videojuego, esto en la herramienta de desarrollo de
Unity, la cual usa el lenguaje de programacion orientado a objetos C#, ademas de que se utilizé el gestor
de bases de datos SQL.ite para manejar la base de datos (lugar donde se almacenan los datos del jugador
y las bases de los problemas), en la figura 24 se muestra el diagrama de clases que se utilizd como base

para programar el juego, en el resto de esta seccidn se presentan las pantallas del juego en conjunto con
la especificacion de las mecanicas que lo rigen.

Figura 24 Diagrama de clases del videojuego
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Fuente de Consulta: Creacion Propia

En las Figuras 25 a 26 se muestran capturas de pantalla del videojuego. El protagonista es un
estudiante comdn de universidad, que le gusta vestirse de manera casual, en cambio, al entrar al mundo
donde se desarrolla el juego (época medieval llena de hechiceros y gente normal, tales como campesinos

y vendedores), su apariencia cambia a la de un hechicero prodigio que le agrada a la mayoria por su
amabilidad y sabiduria (Figura 25).
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Figura 25 Jugador en un escenario del juego
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Fuente de Consulta: Elaboracion Propia
El jugador puede hablar con los personajes del mundo (Figura 26).

Figura 26 El jugador interactuando con un personaje

Bienvenido viajero, procura prepararte
bien antes del viaje. Puede que td seas

Fuente de Consulta: Elaboracion Propia

El jugador tiene el “libro del conocimiento” (Figura 27), en el cual se muestra la informacién que
vaya descubriendo de los temas en su travesia y que puede consultar en cualquier momento.
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Figura 27 Libro del conocimiento

Inventario
37T@
. Jugo del Saber 40
Licuado del Conocimiento 80
Probus Vitalae 200
Libro Potenciador 500
Pergamino Calculado 500

En posesién: 2

Fuente de Consulta: Elaboracion Propia

Toda la navegacion del juego se hace mediante las flechas de la computadora.

Las respuestas de cada problema se seleccionardn mediante las flechas y la barra espaciadora para
confirmar, por default la seleccion siempre empezara en la primera respuesta.

Al ejecutar un hechizo, se muestra una caja de texto con la pregunta/problema en la parte superior
de la pantalla y dentro de esta misma caja, las 4 posibles respuestas, incisos a, b, ¢ y d (las
respuestas aparecen en cualquier orden), y en la parte superior izquierda de la caja, aparece el
tiempo restante para resolver el problema.

Al navegar por el mundo, el jugador puede hablar con npcs (Personajes no jugador) aleatorios (10
por &rea), los cuales le comentarén detalles del mundo, la historia en ese momento 0 consejos
matematicos, todo dialogo aparece en un recuadro encima del personaje que lo dice.

Existe la opcion de pausar el juego, en este menu se pueden ajustar los niveles de audio del juego,
salir al mend principal, continuar el juego y visualizar el libro del conocimiento, y deméas cosas
como checar el inventario y cambiar de traje, en la figura 28 se muestra el menu principal del
juego, el cual tiene opciones similares.

Figura 28 Mend principal del juego

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia
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El menu principal consiste en las siguientes 3 opciones:
Jugar: Como el nombre indica, permite iniciar la aventura.
Controles: Muestra al jugador como controlar el juego.
Salir: Cierra el juego.

Cada 4rea tiene n enemigos “arbitrarios”, los cuales se encontraran de forma aleatoria y cuando
el enemigo lance un hechizo el jugador tiene 4 opciones, atacar, defenderse, consumir un objeto
0 huir (Figura 29).

Figura 29 Opciones del jugador en batalla

Fuente de Consulta: Elaboracion Propia

Los trajes se obtendran al derrotar cierta cantidad de enemigos en general, aunque algunos al
hablar con cierta cantidad de npcs (En la figura 30 se muestran varios npcs), estos seran
meramente del color del traje original del jugador, algunos le permitiran cambiar su afinidad, ya
que por defecto es neutra (Zen).

Los objetos se podran conseguir con mercaderes repartidos por el mundo, se podran comprar con
la moneda del mundo “Aurelio”, la funcién de estos consistira en curar, cambiar afinidad del
jugador, subir su ataque y subir su defensa durante un combate (los de cura funcionan fuera de
este).

Los compafieros se conseguiran al cumplir misiones secundarias que daran algunos npcs del
mundo, estos no cumpliran ninguna funcion, serdn meramente estéticos.
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Figura 30 Varios npcs del juego

Fuente de Consulta: Elaboracion Propia

Se tiene la posibilidad de jugar en tres niveles; féacil, intermedio y dificil, donde el jugador
recorrera los escenarios, evitando obstaculos. En la figura 31 se muestra el interior de un edificio
con un personaje temporal después de iniciar el juego.

Figura 31 Interior de un edificio inicial del juego

[ G- =4

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia
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En el camino habra enemigos, los cuales podran ser derrotados con muchos ataques simples
resolviendo preguntas tedricas o problemas de distintos grados de dificultad, es decir, para que el
jugador derrote al enemigo, debe elegir un tipo de ataque (Figura 32), tendra cierto tiempo para
completar el problema, si no lo hace, pierde su turno y el enemigo ataca, igualmente con un tipo
de ataque con el que el jugador debera responder a lo mas en dos minutos para evitar que su salud
baje. Una vez que se reduzca a 0 la vida del enemigo, éste serd liberado del hechizo y puede
ayudar al jugador para continuar con su travesia de alguna forma (Figura 33).

Figura 32 Tipos de ataques

 Algebra

Aritmetica

’
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Fuente de Consulta: Elaboracion Propia

Figura 33 Jugador respondiendo correctamente

Fuente de Consulta: Elaboracion Propia

El jugador podra encontrar/conseguir objetos que restauren salud si cumple ciertos retos en el
nivel (Figura 34).



61

Figura 34 Objeto que recupera salud al jugador
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Fuente de Consulta: Elaboracién Propia

- Cada tipo de ataque tendra diferente eficacia contra distintos tipos de enemigos, es decir, puede
que algunos sean mas débiles a ataques de preguntas teoricas, otros a problemas de distinto nivel
de dificultad, etc.

- Al final de cada escenario, habra un jefe, un matematico importante, el cual poseera mas puntos
de vida que los enemigos normales, y por consecuente, también restara mas puntos de vida al
jugador en caso de que este no se logre defender de sus ataques.

- Al terminar la historia en por lo menos dificultad intermedia, se desbloqueara un modo “boss
rush”, el cual consistira en enfrentarse a todos los jefes en combates uno tras de otro sin recuperar
salud.

5.2.4. Pruebas

Hasta aqui se ha presentado la construccion del videojuego Matema’s World, pero se debe mencionar
que se han realizado pruebas de funcionamiento internamente con el equipo de desarrollo y se han hecho
los ajustes pertinentes, por lo que esta listo para ser probado con los estudiantes y se espera que les sea
atil para practicar aspectos de aritmética, algebra y Calculo que les son requeridos, a través de la
resolucion de ejercicios y problemas de una forma que les resultara proxima a su entorno por las misiones
y los retos que debe enfrentar y resolver, ademéas de la obtencidn de logros y recompensas, lo que les
permitira estar motivados.

5.3. Comentarios finales del capitulo

Uno de los principales aprendizajes que se tuvieron fue que hay muchos libros que abordan los temas de
la Unidad de Calculo Aplicado, pero nuestros estudiantes actualmente no han desarrollado el ser
autodidactas, para que usen un libro y estudien en él; la mayoria requiere que se le haga un seguimiento
indicandole actividades a resolver, explicandole la teoria, haciendo con ellos las demostraciones de los
teoremas y por ello fue fundamental hacer los apuntes con todas las explicaciones de lo mencionado.
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Después el pasar a un formato electronico le ha permitido al estudiante descargar y hacer las
actividades desde su celular, por lo que la distancia no es una barrera para que el estudiante aprenda. Las
clases en linea resolviendo ejercicios usando Excel o geogebra, permite al estudiante practicar haciendo
y no solo escuchando y viendo lo que escribe el profesor en el pizarron. El videojuego le permitira al
estudiante apropiarse de un ambiente con el cual se identifica, al mismo tiempo estudiara y resolvera
problemas como parte de las acciones que debe enfrentar en la travesia.

Hasta el momento, los estudiantes que han llevado el curso de Calculo Aplicado en linea
empleando los apuntes, el libro electronico, resolviendo las trivias en Kahoot, las practicas en Excel y
geogebra, han obtenido calificaciones satisfactorias al final del semestre. Los alumnos han comentado
que se encuentran interesados en las clases porque éstas se dan en entornos flexibles, se han eliminado
barreras espaciotemporales, ademéas de que se ha incrementado la comunicacion, se han potenciado
escenarios y entornos interactivos. Consideramos que esta propuesta presentada de forma resumida en el
presente articulo favorece el aprendizaje y el autoaprendizaje, facilitando la formacién permanente y
motive al estudiante al captar su atencion.
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